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Introducao aos Sistemas
Complexos






Capitulo 1

Introducao

Quando pensamos em uma formiga que caminha sozinha, imaginamos um ser inofensivo, mini-
mamente inteligente, indefeso. Uma formiguinha é praticamente insignificante. No entanto, ha
poucos animais na terra que sejam tao destruidores e agressivos quanto uma colonia de formigas,
cujas voracidade e eficiéncia sao consequéncias de uma sofisticada organizagao. Esta organizacao
é observada em diversos aspectos, como por exemplo na forma com que as formigas realizam as
divisoes de trabalho. Existem as formigas soldados, responsaveis pela guarda do formigueiro; as
operarias, responsaveis pela manutencao do ninho; e as coletoras, responsaveis pela coleta de se-
mentes ou partes de insetos. As formigas se organizam de tal forma que o nimero de formigas por
determinada tarefa é sempre apropriada para cada condigao especifica. Por exemplo, se acontece
uma tentativa inesperada de invasao da colonia por algum agressor, trabalhadoras e coletoras
deixam suas posicoes e comecam a agir como formigas soldados. Analogamente, se é descoberto
uma nova fonte de recursos, trabalhadoras e soldados deixam seus postos para agir como coletoras.
O fato interessante é que a mudanga de tarefa é feita sem que haja um comando central. Nem
a formiga rainha, nem qualquer outra formiga decidem o que cada uma das outras formigas deve
fazer. Na verdade, nenhuma formiga tem acesso as informagoes da colonia como um todo. Cada
uma tem acesso apenas a informagoes locais a partir das interagoes (por contato quimico e comu-
nicagao por tato) com as formigas vizinhas. No entanto, a divisao de trabalho surge; e surge como
um fenémeno coletivo auto-organizado resultante das interagdes locais entre as formigas. Uma
colonia de formigas se comporta como um “super-organismo” constituido de uma “inteligencia
coletiva” formada a partir da interacao de uma populagao de seres pequeninos e minimamente
inteligentes.

O formigueiro é um exemplo dos chamados sistemas complexos. Um sistema complexo é
formado, geralmente, por um ndmero muito grande de unidades (no caso acima, as formigas)
no qual emergem propriedades coletivas (a divisao de trabalho, por exemplo) a partir da interagao
dessas unidades. Exemplos desse tipo permeiam o nosso dia-a-dia. Uma revoada de passaros seria
um outro exemplo. Um péssaro voando sozinho nao conseguiria realizar a proeza de atravessar
continentes num processo migratorio. A migragao s6 é possivel por uma populacdo de passaros.
Isso se deve a fatores de cooperagao, como por exemplo a forma com que esses passaros realizam o
voo coletivo em forma de “V”. Este tipo de configuragao diminui a resisténcia do ar, melhorando
o desempenho dinamico do grupo. Mais uma vez nao existe um controlador central que dita a
forma com que os péssaros devem se configurar. Nao existe um péssaro lider que impoem uma
forma geométrica da configuragao da revoada. Assim como a distribuicao de tarefas no formigueiro
emerge das interagoes locais das formigas, o formato em V é um fend6meno emergente das interagoes
entre os passaros da revoada.

Outro exemplo de um sistema complexo sao as atividades cerebrais, formadas por uma rede de
neurdnios interligados. Cada neurdnio emite um sinal mediante a estimulos de outros neurdnios.
Estes sinais se propagam pelos fios da rede (0s dendritos) e é transmitida de um neurénio a outro
a partir de um longo tubo, o azénio, e por meio de conexoes chamadas sinapses. A superposicao
dos sinais emitidos por todos os neuronios do cérebro constitui a atividade cerebral, que comanda
as fungoes vitais e as interagdo do organismo com o seu meio ambiente. Enquanto um tnico
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neur6nio nao passa de uma célula que pode ou nao emitir sinais de acordo com os estimulos de sua
vizinhanga, uma populacao deles d4 origem a maquina mais complexa que conhecemos - o cérebro
-, capaz de memorizar, raciocinar, abstrair e ter consciéncia de si mesmo. A atividade cerebral é
um fenémeno emergente das interacoes locais de neurdnios.

Exemplos de sistemas complexos sao bastante comuns em fisica, biologia e sécio-economia,
uma vez que esses cenarios sao formados por um ensemble de particulas, individuos ou agentes,
respectivamente. Por exemplo, em fisica, temos substancias com propriedades emergem a par-
tir das conegoes entre atomos ou moléculas. Em sdcio-economia, a interacao dos seus agentes
constituintes da origem a dinamicas complexas, exibindo efeitos de cooperacao auto-organizada,
estruturas sociais, crashes, etc.

Fenomenos coletivos andlogos a esses citados também sao abundantes dentro da sociedade hu-
mana. Por exemplo, a primavera Arabe, caracterizada pela onda de manifestacoes e protestos
que varreram o Oriente médio e Norte da Africa a partir de 2010. As manifestagbes acabaram
por derrubar trés chefes de estado (da Tunisia, do Egito e da Libia) em questao de meses. Neste
contexto, outros chefes de estado, muitos deles no poder ha décadas, ameagaram renunciar frente
a violéncia das manifestacoes. A origem dessas manifestacoes foi bem pontual, com um tunisiano
ateando fogo a seu proprio corpo como forma de manifestar-se contra as condicoes de vida de
seu pais. No entanto, toda a consequéncia de eventos posteriores acontece sem qualquer inter-
vencao de liderancas bem definidas. A evolucao das manifestacoes se deu pelo uso de redes sociais
como o facebook e twitter para organizar, comunicar e sensibilizar a populacdo e a comunidade
internacional frente as condigoes de restrigoes de liberdade por parte dos estados. A onda de mani-
festagoes da primavera arabe acontece como um fenéomeno emergente, promovido pela propria rede
de interagoes entre pessoas, e nao idealizada por um comandante ou qualquer tipo de lideranga.

No Brasil vivemos um contexto similar nas revoltas de junho de 2013. As revoltas, assim como
na primavera arabe, teve um estopim muito bem definido: o aumento nas tarifas de 6nibus. No
entanto, a partir dai surge um movimento de manifestacoes em todo o pais, trazendo as pessoas
a rua para se manifestarem contra os abusos de corrupgao e da deficiéncia na administragao pub-
lica. Essas manifestagoes aconteceram de uma forma nunca imaginada em uma ou duas semanas
antes desse acontecimento. A forca social que moveu as pessoas para a rua vao muito além das
escolhas ou pressoes feitas por um ou outro individuo ou grupo. As manifestacdes aconteceram
sem a presenca de um controlador central. Isso ficou bastante evidenciado quando a policia e as
autoridades se viram com dificuldades em negociar com os manifestantes, justamente pela falta de
representantes. Isso demonstrou o caracter de comportamento emergente no qual nos vimos nesse
periodo conturbado.

O que tem se verificado em varios contextos sociais semelhantes a primavera Arabe e as man-
ifestacoes brasileiras de 2013 é que uma multidao de milhoes de pessoas nao pode ser convocada
centralizadamente. Fenomenos sociais desse tipo nao podem ser planejados por um grupo cen-
tralizador, nem mesmo com um forte mecanismo de propaganda. Para que um fenémeno desse
tipo aconteca, é preciso um nimero enorme de feedbacks entre os préoprios individuos do sistema.
Sao necessdrias muitas retroalimentacao de reforgo, para que pequenos estimulos provenientes da
periferia ou de qualquer outro ponto desse sistema afaste esse sistema de uma regiao estével e o
conduza a outro estado (talvez até de instabilidade), e que resultam por modificar o comporta-
mento de todos os outros individuos como um todo. O 1inico mecanismo capaz de fazer isso é o
préprio sistema.

1.1 Definicao (Tentativa) de Sistemas Complexos

Vamos agora apresentar algumas caracteristicas comuns encontradas nesses sistemas complexos
com a intensao de buscar uma definicao apropriada. Antes de mais nada, vale refletirmos um
pouco a respeito da palavra complexo. No dicionario esta palavra estd posta como algo que é
formado por muitos niveis ou partes. Dessa forma complexo é o inverso de simples, que por sua
vez é formado por uma unica parte. Nesse sentido, se levassemos a risca o que diz o dicionério,
devemos dizer que sistemas complexos sao aqueles formados por muitas partes. No entanto, os
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sistemas apresentados na secao anterior nao apenas apresentam varios niveis, mas também outras
caracteristicas importantes. Por exemplo, estes niveis ou partes estao fortemente corelacionados
e intercorrelacionados, o que nos leva a inferir que estes sistemas sao muito mais que meros
amontoados de partes.

Todos os sistemas citados sao compostos por unidades “simples” - simples em comparagao
ao sistema como um todo. As unidades estao no nivel microscopico do sistema. Essas unidades
interagem entre si, dando origem a propriedades coletivas que nao poderiam ser observadas quando
as unidades se encontram isoladas. Por exemplo, no caso das formigas, ha emergeéncia de divisao de
tarefas dentro do formigueiro; e na populacao de passaros migratorios, o voo coletivo em forma de
V. As atividades coletivas dizem respeito ao nivel macroscopico do sistema. Outra caracteristica
fundamental dos sistemas ilustrados acima é que o comportamento emergente nao é proveniente
de um controlador central. O macrocomportamento emergente acontece como consequéncia direta
e unica das interagoes no nivel microscépico.

Podemos resumir pelo menos quatro caracteristicas fundamentais dos sistemas complexos:

sao formados por um nimero grande de unidades;
e unidades interagem umas com as outras;

e auséncia de um controlador central;

e emergeéncia de comportamento coletivo

Mas note que as propriedades colocadas acima sao apenas caracteristicas comuns aos sistemas
complexos, nao uma definicao. Na verdade, temos um problema de definicao tao complicado
como a prépria definicao de vida. Embora seja relativamente facil para uma pessoa distinguir o
que tem e o que nao tem vida, a sua definicao estd muito longe de ser elucidada. Em sistemas
complexos temos uma situacao bem parecida. Embora possamos identificar propriedades comuns
desses sistemas, a sua definicao é extremamente controversa dentro da comunidade cientifica.

Uma caracteristica adicional as 4 citadas acima (mais ainda longe de ser uma defini¢ao) é que
esses sistemas nao podem ser representados ou descritos de uma forma compacta. Por exemplo,
os fendmenos que a fisica tradicionalmente estuda sdo descritos de forma compacta. As leis de
Newton da mecanica, ou as equacoes de Maxwell do eletromagnetismo, sao formadas por um
nimero pequeno de equagoes elegantes que cabem em uma Unica pagina. A partir dessas poucas
equagoes podemos descrever e prever uma vasta quantidade de resultados experimentais. Nesse
sentido, podemos dizer que os sistemas usualmente estudados em fisica admitem uma representacao
compacta e elegante. No entanto, até onde sabemos, nao existem tais leis elegantes e compactas
para a descricao do funcionamento do cérebro, do genoma, do mercado financeiro, da sociedade
humana, da vida, etc.. Dessa forma, quando estamos lidando com um sistema que nao pode ser
resumido em leis elegantes e compactas, € sinal que estamos lidando com um sistema complexo.

Uma das razoes pelas quais é dificil extrair leis compactas para estes sistemas se deve ao
fato que eles apresentam uma historia de interagoes entre suas unidades. Eles sao sistemas que
encontram meios ou mecanismos para extrair algum tipo de informacao a partir do seu ambiente,
de modo a usar essa informagao para se comportar adaptativamente. Em um sistema complexo, as
unidades armazenam e processam informacoes e estao constantemente evoluindo e se adaptando.
As unidades captam essas informagoes, na maioria das vezes, de sua vizinhanca, ou seja, de outras
unidades que estao proximas em sua rede de interagao. E as vezes, as unidades também captam
informacoes globais, proveniente de um nivel macroscopico. Por meio dessas informacoes, as
unidades tomam suas decisoes ou mudam seus estados individuais. Dessa forma, estes sistemas
estao constantemente evoluindo em resposta as modificacbes de suas vizinhancgas ou do proéprio
sistema como um todo, o que torna dificil (ou talvez impossivel!) descreve-los em termos simples
e compactado.

Resumindo, ainda nao sabemos como definir um sistema complexo, mas pelo menos temos uma
caracteristica crucial que podemos usar para sua identificagao. Um sistema complexo é aquele que
nao permite ser descrito de uma forma simples e compacta (por exemplo, em poucas e elegantes
equagOes matemadticas), em virtude de estar constantemente evoluindo e se adaptando.
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1.2 A espera de uma nova revolucao Cientifica

Em 1948, Warren Weaver escreveu um artigo publicado na American Scientist(Weaver 1948) di-
vidindo a ciéncia em trés categorias: i) problemas de simplicidade; ii) problemas de complexidade
desorganizada; e iii) problemas de complexidade organizada. Enquanto as duas primeiras catego-
rias permitam uma descri¢do de forma compacta, a terceira nao permite. A ciéncia do séc. 19
e comego do séc. 20 se encaixan na primeira e segunda categoria, e foram muito bem sucedidas
em entender estes tipos de fenémenos naturais, justamente por descreve-los com poucas regras ou
leis. No entanto, a terceira categoria, que diz respeito aos sistemas complexos, ainda carece de
uma ciéncia apropriada. Vamos apresentar a seguir essas categorias com um pouco mais detalhes.

Os problemas de simplicidade, segundo Weaver, se referem aqueles fendmenos naturais nos
quais podemos descreve-los com poucas variaveis. Por exemplo, temperatura e pressao para o
estudo de estados termodinamicos de um gas; niimero de individuos e tempo no estudo de dinamica
populacional; resisténcia, voltagem e corrente em eletricidade, etc.. Esse tipo de problema que
admite poucas varidveis foi tratado de forma muito bem sucedida pelos cientistas do séc. XIX e
comeco do séc. XX.

Os problemas de complexidade desorganizada dizem respeito aqueles formados por um nimero
enorme de varidveis. Por exemplo, tentar entender as propriedades termodinamicas a partir da
interacio de 10?3 particulas desorganizadas. Se pensarmos que cada particula se movimenta em
3 dimensdes e que cada uma dessas dimensoes possui posicao e velocidade, teremos 3 x 2 x 1023
varidveis nesse contexto. Na verdade, as poucas (duas ou trés) varidveis macroscopicas, como tem-
peratura e pressao, surgem a partir desse niimero absurdo de varidveis microscépicas. Problemas
desse tipo acontecem quando estamos lidando com um problema de complexidade desorganizada.
Para resolver esses problemas, usa-se ferramentas matematicas para calculos de médias e out-
ras propriedades estatisticas. Mais especificamente, este tipo de problema é atacado por um
arcabouco matematico da fisica, chamado de mecdnica estatistica. Nessa abordagem, assume-se
que as particulas ou unidades de um sistema interagem de forma muito fraca ou mesmo nula.
Nesse sentido é possivel computar médias e flutuagoes, de modo que as varidaveis macroscopicas
se tornam computdveis a partir de médias das varidveis microscépicas. Por exemplo, a temper-
atura, uma variavel macroscépica, pode ser computada como o valor médio da energia cinética
de cada particula que constitui um gas. Ou a pressao, que pode ser entendida como proporcional
ao nimero médio de colisoes das particulas por unidade de tempo em uma determinada area nas
paredes do recipiente que contem o gés. Resumindo, em problemas de complexidade desorganizada
podemos dizer que o todo é equivalente a soma da média das partes.

Finalmente temos os problemas de complexidade organizada. Nesse tipo de problema temos
um niimero moderado (nem muito nem pouco) de variaveis. Nesse tipo de problema as unidades e
consequentemente as variaveis interagem fortemente umas com as outras. Nesse tipo de problema
hé um nimero razodvel de fatores que interagem de uma forma organica. Temos aqui o caso dos
sistemas complexos. Esse tipo de problema se mostra tao dificil de ser resolvido (como prover
o comportamento de uma sociedade no préximos 10 anos? como explicar o funcionamento do
cérebro? como gerenciar politicas economicas de forma mais eficiente?), que nada que se foi
desenvolvido para lidar com os problemas de simplicidade e de complexidade desorganizada parece
ser apropriada para este contexto. O fato interessante e talvez preocupante, é que essas técnicas
foram muito bem sucedidas em seus respectivos contextos, mas mostram-se completamente estéreis
quando lidamos com comportamentos de uma sociedade, por exemplo, ou com a previsao do tempo
para os proximos dias. Os problemas de complexidade organizada nao podem ser resumidos em
poucas varidveis de modo a serem atacados pela abordagem da simplicidade. Nem tao pouco
podem ser descritos pelo calculo de médias e outras técnicas estatisticas, como se faz usando a
mecanica estatistica em questoes de complexidade desorganizada.

Os problemas de complexidade organizada parecem ser o grande desafio da ciéncia para as
proximas décadas. E isso é realmente um desafio antigo, uma vez que o artigo de Warren Weaver
ja apontava isso, e olha que ja se passaram quase 70 anos desde entao, e o problema ainda
continua posto, e ainda sem solugdo. Para que possamos entender esse tipo de fendmenos, serd
preciso desenvolver uma nova ciéncia. Uma ciéncia diferente daquela que foi muito bem sucedida
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no séc.. XIX e séc. XX. Os problemas antigos foram bem respondidos por esta ciéncia antiga. No
entanto os novos problemas exigem uma ciéncia nova.

Entre essas novas técnicas que foram desenvolvidas a partir desse artigo preditivo de 1948
podemos citar o grande avango computacional que se desenvolveu desde entao, principalmente a
partir da desada de 70 e 80.

FALAR RESUMIDAMENTE SOBRE O PARADIGMA DA SIMULACAO COMPUTACIONAL
E DE COMO ELA ESTA AJUDANDO A COMPREENDER OS SISTEMAS COMPLEXOS.

1.3 A proposta do livro

A interdisciplinariedade é essencial na drea de sistemas complexos, tanto em seus fundamentos,
quanto em sua metodologia (analitica e computacional), levando & convergéncia de diversas dreas
do conhecimento. Deseja-se entao nesse trabalho de pesquisa, continuar a tendéncia desse foco
interdisciplinar, na tentativa de investigacao desses sistemas por meio do arcabouco da mecénica
estatistica.

Este livro tem por objetivo apresentar o que ja tem feito em termos de teoria e aplicagoes,
em termos de se atacar esses sistemas complexos. Vamos focar no entanto, nas ferramentas
matematicas e computacionais desenvolvidas nessas ultimas décadas e de que forma poderiamos
pensar em novas técnicas e paradigmas para se criar essa nova ciéncia que pede Weaver .

FALAR MAIS ....
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Capitulo 2

O Paradigma da Modelagem

A humanidade tem como anseio a busca pelo conhecimento e a explicacao do mundo que nos rodeia.
Esta busca incansavel surge, provavelmente, com o préprio homem. No entanto a realidade é muito
dura. A primeira vista, explicar totalmente um fenémeno fisico, biolégico ou qualquer outro, é algo
inatingivel, tamanha as complicacoes e detalhes envolvidos. Mesmo assim a ciéncia progride. E
hoje podemos nos gabar que compreendemos relativamente bem uma gama enorme de fendémenos
naturais. Mas como isso é possivel? Como a humanidade pode entender seu mundo natural, dado
o numero imensuravel de varidveis envolvidas?

A resposta é que o homem aprendeu que para entender os aspectos da natureza é preciso dar um
passo de cada vez. Primeiro é preciso abandonar os detalhes que envolvem um fenémeno; segundo
é preciso dividir este fendmeno em camadas ou subdivisoes. Além disso, as primeiras subdivisoes
- num nivel inferior - devem ser tao simples quanto possivel de modo a permitir a andlise. E
assim, estuda-se estas subdivisoes mais simples, teoriza-as e busca entendimento e ciéncia a partir
delas. Logo que esse entendimento é atingido, passa-se para a analise da subdivisao que esta num
nivel superior a anterior, buscando mais uma vez o seu entendimento e ciéncia. O processo se
repete até as demais subdivisoes. Ao o atingir a ultima subdivisdo - a divisdo “mais superior” - ,
o que na verdade é o proprio todo, entao conseguimos entender completamente o fendmeno. Mas
é claro que, possivelmente, esse estado nao seja possivel de ser alcangado pela mente humana, em
qualquer questao que envolva fendmenos naturais. No entanto, o entendimento de apenas algumas
subdivisoes de certos fenomenos da natureza ja se mostra de grande valia e tem proporcionado a
humanidade todo o privilégio da ciéncia.

Para ilustrar essa concepcao, considere o movimento de um corpo sobre uma superficie. Este
problema é bastante complicado se queremos entendé-lo na plenitude, uma vez que teriamos que
cosiderar todas as forcas atuantes, como atritos, resisténcia do ar de acordo com a forma desse
objeto, etc.. Poderiamos nos dar por vencidos gracas a essas dificuldades. Ou entao, podemos
considerar uma versao mais simples desse problema, assumindo o objeto como um ponto material
(sem forma e sem dimensao). Isso nos permite eliminar o problema dificilimo da resisténcia do
ar. Podemos assumir também que este objeto se move nao sobre uma superficie qualquer, mas
sobre uma superficie de gelo de modo que o atrito seja drasticamente reduzido. Temos agora um
problema bem mais ficil, que é uma “subdivisao” do original, e que nos possibilitara chegar a
conclusoes e resultados. Apds o entendimento desta versdo mais simples do problema (corpo se
movimentando sobre uma superficie), passamos para uma subdivisdo superior, considerando uma
versdo um pouco mais detalhada do que a anterior. Por exemplo, considerando o atrito (uma
subdivisao superior em relacdo & versao anterior), e assim por diante. Desse estudo decorre todo
0 nosso entendimento de cinemética. E claro, essa simplificacao nos leva a um contexto diferente
do original, mas se estamos lidando com uma massa suficientemente pesada e com velocidades
suficientemente baixas, a diferenca nos resultados do cendrio “inventado” em comparagao com
o cendrio real é tdo minima, que teremos um bom resultado comparativo entre teoria (cendrio
ficticio) e experimento (cendrio real).

Mas as dificuldades nao param por ai. Muitas vezes, o fend6meno que se quer estudar é tao
complicado, que mesmo a subdivisao do nivel “mais inferior” se mostra impossivel de ser real-
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izada. Quando este é o caso, uma saida é assumir uma versao alternativa dessa subdivisao do
fenomeno. Por exemplo, se quisermos entender a evolugao temporal do nimero de individuos de
uma populagao. E claro que teriamos a resposta se soubéssemos, a todo instante, o nimero de
descendentes de cada individuo vivo da populacao. Mas é claro, essa informacao é impossivel de
ser obtida. Bom, mas que tal assumirmos que cada individuo vivo dessa populacao deixa o mesmo
ntimero de descendentes por unidade de tempo. Isso nao é verdade, é claro, uma vez que cada
individuo esta sujeito as suas proprias condigoes particulares. No entanto, na média, este nimero
deve ser uma boa aproximacao para a realidade, e consequentemente essa hipotese deve ser tutil
para entendermos um pouco mais sobre o aumento dessa populagao. Na verdade, no capitulo (3)
vamos verificar que esta hipétese funciona relativamente bem se comparada com algumas pop-
ulacoes reais quando o tempo de crescimento da populagoo for suficientemente pequeno. Temos
aqui um exemplo de cendrio ficticio, construido para imitar a realidade, e por isso dizemos que
este cendrio é um modelo para a realidade. Um modelo obviamente nao é a realidade, mas sim
uma versao simples desta realidade. Uma versao que capta apenas o que é mais importante,
dado o nivel de questionamento que estamos procurando a respeito da realidade. O fenomeno
real é muito complicado de se estudar cruamente, devido a infinidade de detalhes que ele contem.
Um modelo, em contrapartida, a maioria dos detalhes do sistema real sao eliminados. O modelo
carrega apenas o essencial sobre o que estamos interessados em estudar num primeiro momento.
Resumindo, um modelo é uma representacao bastante simplificada de um sistema que se queira
estudar ou descrever. Este cardcter simplificado se deve ao fato de que o sistema real geralmente
é bastante complicado, entao um modelo deve ser simples para permitir entender a natureza de
um dado fenémeno.

2.1 Arte de extrair o essencial

Para ilustrar um pouco mais esse paradigma, vamos tomar o exemplo de mapas que descrevem uma
cidade. Na figura abaixo temos um mapa de uma regiao da cidade de Sao Paulo juntamente com
uma fotografia da mesma regiao a qual ele se refere. O mapa é um modelo do que é a realidade (aqui
mostrada em forma de uma fotografia). Embora a realidade desse lugar diz respeito a um nimero
imensuravel de variaveis que vao desde a configuracao dos prédios, os ecossistemas dessa regiao,
as interagoes sociais entre as pessoas que vivem e circulam nesse local, etc.. Enfim, a realidade
dessa regiao diz respeito a um nimero absurdo de variaveis que regem a dinamica dessa metrépole.
No entanto, quando queremos apenas nos localizar dentro dessa cidade, nao precisamos de todos
os detalhes deste local. Normalmente precisamos apenas identificarmos em qual rua estamos.
Nesse sentido, quando buscamos um mapa para nos localizar precisamos apenas de uma pequena
informagao, e nao de toda. Nesse sentido, se o objetivo é apenas uma localizagao (saber em qual
rua estamos) um modelo de mapa do tipo apresentado na figura é mais que suficiente. No entanto
se apenas estas poucas informagoes ainda nao sao suficientes, por exemplo, se quisermos saber
onde ha um supermercado, ou a casa de um amigo, entao sera necessario um mapa um pouco mais
detalhado. Mas ainda assim nao precisamos de todas as informagoes desse local.

Note entao que o mapa, sendo um modelo da realidade propriamente dita, possui muito menos
informacao que a realidade. E a quantidade de informacao contida nesse modelo depende do grau
de profundidade que precisamos ter dessa realidade. Muitas vezes, como foi o caso do primeiro
mapa, apenas uma pequena fracao de informagao ja é o suficiente, eliminando todo o inconveniente
de analisar toda a informacao disponivel nesse sistema real.

Um mapa super detalhado se torna inutil no sentido que se levara um tempo infinito para
processarmos a informagao contida nele. Ou melhor, num mapa super detalhado, levariamos o
mesmo tempo que levariamos para processar as informagoes da prépria realidade. Dessa forma
um mapa super detalhado serd, na verdade, menos efetivo que um mapa mais simples, como
menos informacgao, mas contendo o que realmente nos interessa. Mapas muito completos vao se
aproximando da realidade e acabam sendo tao grande, tao real, e ... initil. Aqui esta o paradigma
da modelagem: eliminar os detalhes superfulos do sistema real. Nesse sentido um modelo nao
precisa incorporar todos os aspectos de um sistema. O modelo precisa sim ser suficientemente
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simples para que possamos extrair informacoes a partir dele. Dizemos entao que precisamos
apenas do essencial. Todo os detalhes nao essenciais - o supérfluo - nao sé é inutil, como também
dificulta o processamento da informacao.

Mas o que é essencial em um fenémeno? No caso de um mapa de uma cidade a responta
depende da finalidade a qual desejamos utiliza-lo. O mesmo vale para qualquer outro fenémeno
natural que queiramos explicar. Um bom exemplo de captura da esséncia de um sistema é o
trabalho “Bull” (1945) de Pablo Picasso. Nessa master class de arte moderna, o pintor espanhol
apresenta uma sequencia de litografias que tem por finalidade capturar o “espirito” de um touro
a partir de uma pintura mais realista e académica, progredindo sucessivamente ao abstrato, tendo
em vista a minimizagao dos tragos. No final, o touro se reduz a um simples esboco que capta
apenas a esséncia absoluta da criatura, numa imagem tao concisa quanto possivel.

2.2 Modelos Matematicos

A natureza é demasiadamente complexa em todos os sentidos. Dessa forma, se tentarmos explicar
os fenomenos fisicos considerando todas as variaveis envolvidas dentro desse contexto, rapidamente
vamos perceber que é impossivel tratar todas as informagoes de uma sé vez. Se assim o fizermos,
nao conseguiremos produzir ciéncia. Dessa forma, a ciéncia comeca a se desenvolver apenas na
Grécia antiga com a percepcao que a prudencia em nao tratar o sistema em todas os seus detalhes,
mas dividi-los em partes mais simples, pode ser uma boa ideia. Mas qual o tamanho das partes,
bom isso mais uma vez depende do grau de detalhe que estamos interessados.

REESCREVER O PARAGRAFO A SEGUIR!! Os modelos mateméticos sdo representagoes
da realizada fisica, nos quais adquirem uma representacao matematica de forma que esses modelos
possam ser descritos ou representados simbolicamente e discutidos analiticamente. No entanto,
como sabiamente escrever Fourries: “A natureza é indiferente as dificuldades matematicas ...”
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Figura 2.2: Acima temos a imagem real de um touro. Ao lado a série de 11 litografias de Picasso,
que apresenta o touro desde um desenho mais realista até uma imagem minimalista que capta a
esséncia da criatura.

entao dessa forma, se queremos propor um modelo matematico para descrever um sistema ou
fenomeno, devemos mais uma vez elabora-lo de modo que ele seja suficientemente simples para
permitir o calculo matematico.

DEF INIQAO DE MODELO: modelo é uma representacao simplificada e um sistema que se
queira estudar.

2.3 Modelos Computacionais

O uso de modelos matematicos povoaram toda a ciéncia do seculo 18, 19 e comeco do seculo 20.
No entanto, na segunda metade do séc 20 com o avango do processamento dos computadores, foi
possivel um novo paradigma: os modelos computacionais. Enquanto que os modelos matematicos
deveriam ser construidos de forma que permitissem o calculo para suas previsdes. Os modelos
computacionais eliminavam esse problema, uma vez que o préprio computador poderao calcu-
las, computacionalmente ou numericamente, as consequéncia de algumas hipdteses que antes nao
poderiam ser feitas analiticamente.

Por exemplo, com o uso dos computadores foi possivel “simular” alguns fenémenos, como
é o caso de uma particula que se reproduz, deixando descendentes que por sua vez também
reproduzem. Esse tipo de mecanismo introduzido por von neumar, conhecido como jogo da vida,
captura algumas pontos esséncias da reproducao da vida, claro que de forma simplificada, mas
exatamente como deve ser um modelo.

Com uso dos computadores e das simulagoes foi possivel realizar analises que seriam inviaveis
em um experimento real. seja por razoes praticas, seja por razoes economicas. Por exemplo, a
reproducgao de células dentro de um encubadora laboratorial pode levar dias. No entanto usando
um modelo computacional para a reproducao dessas células, pode verificar esse mecanismo repro-
dutivo em questao de segundos. Outro exemplo seria o caso da observacao de processos evolutivos
em especies. Para a observagao experimental real do processo evolutivo de especies leva milhares
ou milhdes de anos, e portanto impossivel de ser observado detalhadamente. No entanto, com o
uso de modelos computacional e simulagoes de cendrios evolutivos, podemos observar “individuos
computacionais” evoluindo em questao de horas.
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2.4 Modelagem de Sistemas complexos

Existe um repertorio relativamente vasto de técnicas analiticas que permitem o cédlculo de pro-
priedades macroscépicas de modelos tedricos que consideram interacoes microscopicas simples para
a descrigao de sistemas complexos. Como exemplo dessas técnicas podemos citar as aproximacoes
de campo médio (? 7 ? ? ). No entanto, esse tipo de aproximagao leva a homogeneidade entre
os agentes, o que tem se mostrado insuficiente para a descricao adequada das evidéncias empiricas
de sistemas que dependem fortemente da heterogeneidade dessas entidades automatas. Ha entao
uma necessidade crescente de modelos com padroes mais complexos de interacao, como é o caso
dos modelos de autdmatos celulares (? ) e de redes complexas (Boccara 2004). Esses modelos, que
recebem o nome de modelos baseados em agentes, usam simulagoes computacionais para a repre-
sentagao e analise de sistemas complexos. Mais especificamente, sdo simuladas (usando técnicas
de monte Carlo, por exemplo) tanto a distribuigdo espacial dos agentes - que constituem uma
populacao - quanto as interacao entre eles; geralmente essas interacoes sao feitas a partir de regras
simples. As simulagoes sdo feitas com o objetivo de se observar o resultado coletivo do modelo
proposto para o sistema complexo que se queira analisar.

O uso de modelos matematicos para tratar de sistemas complexos, tem se mostrado simplistas
no sentido das complicagoes desse sistema, que nos mostra a impossibilidade de ser encerradas em
poucas variaveis. No entanto, o uso de modelos computacionais para lidar com esses sistemas tem
se mostrado muito bem sucedido. Com o uso de modelos computacionais é possivel, por exemplo,
modelarmos cada entidade que constitui esses sistema e assim adicionarmos as regras de interagao
dele com todos os outras entidades da populacao. Com esse modelo, a computacao das regras pelo
computador nos leva a observarmos a dinamica desse sistema tirando também conclusos sobre a
evolugao desse sistema. Fato que seria impossivel dentro de um modelo matematico. Esse tipo
de abordagem ¢é também chamado de modelo baseado em agentes. Nesse tipo de modelo casa
individuo de uma populagao tem sua prépria historia de interagao com o ambiente e com todos
os outros individuos da populagao. Assim podemos observar pela simulacdo a emergéncia de
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comportamento macroscopicos a partir das préprias interagoes individuais - microscépicas - dos
individuos que constituem a populagao.

A mecanica estatistica, que surgiu da tentativa de compreensao das propriedades termodinamicas
em sistemas de particulas que obedecem dinamicas definidas, é bastante apropriada para o estudo
de sistemas de muitos corpos. Essa metodologia se apresenta como arcabougo natural para andlise
de SC, afinal é imediata a analogia entre as interacoes entre particulas de um sistema fisico e
as interagoes entre agentes/individuos em sistemas sécio-econdmicos ou bioldgicos; isso se deve
gragas aos vinculos e as interagoes dos componentes microscopicos desses cendrios e a necessidade
da andlise dos comportamentos macroscépicos emergentes. Entre diversos métodos de fisica es-
tatistica que podem ser perfeitamente aplicaveis a SC, destaca-se as simulacoes de Monte Carlo,
grupo de renormalizacdo, dinamicas estocdsticas, equagoes do tipo Fokker-Planck, Langevin(? ), o
método de réplicas para andlise de sistemas desordenados (? ? ) e, por fim, o método de cavidade
e métodos de passagem de mensagem (? ).

Os primeiros passos na formulacao de cenarios econdémicos com interacoes microscopicas mais
complexas em termos da mecanica estatistica foram dados por Marsili e outros em (? ? 7 ).
Em biologia podemos citar os trabalhos presentes em (? 7 ). Essencialmente, o que se faz nesses
modelos mais complexos é lidar com a heterogeneidade dos agentes sob a forma de desordem (? ).

2.5 Modelos e a Realidade

O interessante é que muitas vezes os modelos se tornam tao bem sucedidos em sua descricao da
realidade que eles acabam sendo equivocadamente sendo interpretados como a proépria realidade.
Por exemplo, hoje provavelmente ninguém consideraria a teoria atomica como um modelo, dado
as grandes evidencias experimentais que temos disponiveis a seu favor que temos hoje. Pouca
gente hoje duvidaria da existéncia dos atomos. No entanto, no final do seculo 19 e comego do
seculo 20, essa teoria nao era nada mais, nada menos que um modelo plausivel que explicava as
leis de Dalton para as reacoes quimicas. Fato andlogo se da aos genes, que antes era um modelo
que explicava as leis de Mendel. Hoje em dia, ninguém diz que os genes sao modelos, mas sim a
realidade propriamente dita, embora tenha sido criado com o status de um modelo.

Interessante entao que esses modelos, embora simplificados em relacao a realidade propriamente
dita, eles tem uma relagao com a realidade que em algumas situacoes elas se transforma na prépria
realidade, pelo menos inconscientemente na percepgao dos cientistas.

CITAR O EXEMPLO DO VILAREJO QUE SURGIU PELO NOME INVENTADO NO
MAPA!
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Capitulo 3

Modelagem de Sistemas Biol6gicos I: Dinamica
de Populacoes

Vamos neste capitulo ilustrar a ideia de modelagem introduzida no capitulo anterior, aplicando
este paradigma a sistemas bioldgicos. Mais especificamente, estamos interessados em construir
um modelo matemaético que nos permita compreender o crescimento populacional. Gostariamos
de entender, por exemplo, como acontece a dinamica de uma populagao de bactérias ou mesmo a
dinamica populacional humana. Para isso vamos usar, inicialmente, dados reais de crescimento de
uma populacao de leveduras, representados pelos pontos da figura (3.1). Vamos elaborar modelos
matematicos para tentar inferir como as células de leveduras interagem umas com as outras e com
o ambiente de forma que a populacao cresca obedecendo certos padroes evidenciados pelos dados
empiricos.

Para comegarmos a organizar as ideias sob o ponto de vista matemadtico, vamos usar N (t) para
representar a populacdo de leveduras (ntimero ou densidade de individuos) em fungao do tempo
ou geracao t. Em um intervalo de tempo At a populacao sofre uma atualizacao, ficando com uma
populagao

N(t + At) = N(t) + AN (). (3.1)

Aqui AN (t) é um ndmero que representa o saldo entre os individuos adicionados (nascimentos) e
os individuos retirados (mortes) neste periodo. Na verdade

AN (t) = Nimero de Nascimentos em At — Nimero de mortes em At. (3.2)

E claro que, se soubermos exatamente o nimero de mortes e de nascimentos em um certo periodo
saberemos exatamente o valor atualizado da populacao. O problema é que, em geral, nao sabemos
estes nimeros. O que podemos fazer entdo é tentar fazer algumas consideragoes ou suposigoes
a partir de modelos matematicos. Nas préximas segoes vamos apresentar dois tipos de mod-
elos matematicos para descrever a dinamica populacional. O primeiro tipo, que chamaremos
de modelos fenomenoldgicos ou modelos macroscopicos, sao modelos que levam em consideracao
apenas informacoes da populacao como um todo. Modelos que se encacham neste tipo, e que
serao discutidos aqui, sao os modelos de Malthus, Verhulst, Gompertz e o de Bertalanfy. O se-
gundo tipo, que chamaremos de modelos microscopicos, sao aqueles que levam em consideragao
as propriedades da populagao no nivel do individuo. Este tipo de modelo procura entender os
fendmenos macroscépicos de uma populagao como uma propriedade emergente das interagoes en-
tre os individuos.

3.1 O Modelo de Malthus

Vamos considerar, num primeiro momento, e por mera simplicidade, que o nimero de mortes
e o numero de nascimentos dentro da populacao de leveduras sejam proporcionais ao nimero de
individuos presentes na populacido e ao intervalo de tempo considerado. Ou seja, vamos considerar
que

23



FABIANO L. RIBEIRO  INTRODUCAO A MODELAGEM DE SISTEMAS COMPLEXOS DFI-UFLA

Populacdo de Leveduras

/ .
/ [ d

1.000

N(t)

@® dados Experimentais
— Modelo de Malthus
—— Modelo de Verhulst
—— Modelo de Gompertz
—— Modelo Generalizado

500

0 10 20 30 40 50
tempo (horas)

Figura 3.1: Dados empiricos (pontos) do crescimento de uma populacao de leveduras. As linhas
continuas representam as previsoes dos modelos mateméticos. Os dados experimentais foram
colhidos de (Edelstein-Keshet 1988). Ajuste com o modelo de Malthus: ko = 0,227; Ny = 20.
Verhulst: kg = 0,302; Ng = 15; K = 1241.Gompertz: ko = 0,1824; Ny = 1; K = 1268, 3.Modelo
Generalizado: kg = 0,1820; Ny = 14; K = 1269; e ¢ = 0, 394.

[Nimero de Nascimentos em At] = bAtN(t), (3.3)

e que

[Nimero de mortes em At] = dAtN(t), (3.4)

onde os parametros b e d sao constantes. Essa ideia é razoavel pois, quanto maior o intervalo
de tempo, maior serd o nimero de nascimentos e de mortes de individuos. Da mesma forma,
quanto maior a populagao, maior serd também o numero de nascimentos e de mortes. Estamos
entao introduzindo uma hipdtese de linearidade, o que é bastante simplista, mas que facilitara os
célculos para o uso do modelo.

O parametro b, que chamaremos de taza de nascimento! pode ser interpretado como o niimero
médio de células filhas geradas por cada célula da populacao e por intervalo de tempo. Por
exemplo, b = 4/hora significa que cada célula da populacao gera 4 novas células - filhas - em um
periodo de 1 hora. Neste modelo simples que estd sendo proposto, este parametro serd considerado
constante ao longo de todas as geracdes. O parametro d, que chamaremos de taza de mortalidade?,
pode ser interpretado como a proporcao de mortes num certo periodo de tempo. Ou seja,

Proporcao de mortes em At (N“mcm de ’}\l,oms e At)

At At
Por exemplo, se em At = 1 hora morreram 10 células de uma populagao de N = 1000 células,
entao

d (3.5)

~10/1000
1 hora
Voltando as equagoes (3.1) e (3.2) temos entao que

= 0.01/hora. (3.6)

1b vem da palavra inglesa “birth”.
2d vem da palavra inglesa “death”.

24



FABIANO L. RIBEIRO  INTRODUCAO A MODELAGEM DE SISTEMAS COMPLEXOS DFI-UFLA

N(t+ At) = N(t) + (b — d)ALN (1), (3.7)

que é um modelo discreto para descrever a dinamica de populagao. Dado uma populagao inicial
e os parametros b e d, podemos calcular iterativamente os valores do tamanho da populagao em
um certo instante ¢. Quando b > d, ou seja, a taxa de nascimento for maior que a taxa de
mortalidade, entao a populacao ird crescer. Mas se contrario, a populagao irda decrescer. Os
valores desses parametros do modelo podem ser estimados de modo que o ajuste do modelo com
os dados experimentais seja o melhor possivel.

Vamos agora tentar converter o modelo discreto (3.7) em uma equacdo continua. Isso se
mostrard mais conveniente, pois permitira analises analiticas que nao sao possiveis na versao
discreta. Para isso, vamos tomar o limite de intervalos de tempo infinitésimos, o que significa
escrevermos

N At) — N

lim (t+ At) (t)
At—0 At

onde introduzimos kg = b—d, que chamaremos de taza de crescimento da populacdo. Identificando

a parte esquerda da equacao acima como uma derivada, temos entao a equacao diferencial ordindria
(EDO)

= koN(t) (3.8)

dN
— = koIV. 3.9
de 0 (8:9)
Esta EDO pode ser resolvida integrando os seus dois lados, isto é
N ! t
dN
= ko / dt’, 3.10
v N ; (3.10)
0 que nos leva a solucao
N(t) = Noe, (3.11)

onde Ny é a populacao inicial. Dessa forma, o modelo simples introduzido, e que nos leva a (3.9),
nos dé como resultado um crescimento exponencial da populacao, como sugere (3.11). E é exata-
mente por esta caracteristica que este modelo também é conhecido como modelo de Malthus, em
alusao ao economista Inglés, famoso pelos seus estudos sobre populagoes e pela frase “A populacdo
humana cresce geometricamente, enquanto que a quantidade de alimentos cresce aritmeticamente”
(Malthus 1798).

O problema é que o modelo malthusiano, justamente por ser demasiado simples, leva a in-
consisténcia de que a populacdo cresce indefinidamente, explodindo se esperarmos um tempo
suficiente. Este resultado do modelo é incoerente com o que observamos pelos dados de leveduras
apresentados na figura (3.1), no qual a populacao apresenta uma saturagdo. O modelo falha em
descrever a populagao como um todo, no entanto nem tudo estd perdido. O modelo falha para
tempos longos, mas descreve muito bem o crescimento da populacao nos instantes iniciais do
crescimento. Na figura (3.1) vemos que o modelo se ajusta muito bem aos dados empiricos se
considerarmos o crescimento nas primeiras 20 horas. Esse resultado é bastante louvavel, dado a
simplicidade deste modelo.

Este fato nos permite introduzir um conceito extremamente importante em modelagem, que
é a ideia de regidgo de validade ou limites de um modelo. A contraposicdo entre a previsdo do
modelo de Malthus e os dados empiricos apresentados na figura (3.1) nos diz claramente que o
modelo é bom, desde que aplicado para descrever a dinamica inicial da populagao. Fora deste
limite o modelo nao faz mais sentido.

Restringindo a aplicacao do modelo nas primeiras horas do crescimento das leveduras, i.e. a
regiao em que o modelo parece ser coerente com os dados empiricos, entao o melhor ajuste é dado
com a equacao

N(t) =20 - %27t (3.12)
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Ou seja, o modelo prevé que a populacao inicial é de Ny = 20 e que a populagao cresce com uma
taxa de crescimento ko = 0,227 individuos/hora. Isto é, a cada 4 horas, aproximadamente, cada
individuo da populagao gera uma nova célula filha. Ou melhor, a populacao dobra a cada 4 horas
(aproximadamente). Em suma, o modelo de Malthus é simples, mas permite extrair algumas
informacoes quantitativas a respeito da populacao de leveduras.

3.2 O Modelo de Verhulst

Essencialmente, o modelo de Malthus nao da conta de descrever a populagao para tempos grandes
pois ele nao considera a escassez de recursos naturais. Na verdade, o modelo de Malthus é de-
masiadamente simples e, portanto, precisamos acrescentar um pouco mais de informagao nele para
conseguir melhorar os resultados.

Como vimos que o modelo de Malthus se comporta bem para populagoes no estagio inicial do
crescimento, vamos ainda confiar neste modelo, mas fazendo uma pequena alteragao nele. Vamos
reescreve-lo com a introdugao de um termo corretivo na EDO (3.9), de forma que

a_ koN — termo. (3.13)

dt
Este “termo” deve ser zero (ou préximo de zero) quando N for suficientemente pequeno e deve ser
méaximo quando a populacao atingir um certo patamar. Vamos discutir agora a ideia introduzida
inicialmente por Verhulst em (Verhulst 1845; Verhulst 1947), que considerou este termo corretivo
como proporcional & N?/K, onde K, que chamaremos de capacidade de carregamento seria o
tamanho maximo da populacao que pode ser suportado pelo ambiente. Desta forma a EDO de
Malthus com termo corretivo de Verhulst ganha a forma

ddij = koN {1 - (g)] . (3.14)

Neste modelo, conhecido por modelo de Verhulst, quando o tamanho da populagao se aproxima
da capacidade de carregamento (N — K), temos dN/dt = 0, ou seja a populacao para de crescer.
A solucao deste modelo é obtida integrando os dois lados da EDO acima, ou seja

N N/ t
Ne N (1= %) 0

B K
1- (1 - N%) e—hot

Note que agora temos um modelo bastante apropriado para descrever o crescimento popu-
lacional de leveduras descrito na figura (3.1). A solugdo (3.16) descreve muito bem a dindmica
populacional de leveduras tanto nas primeiras horas do crescimento quanto para tempos maiores.
Podemos dizer que o modelo de Verhust, embora seja muito simples, com apenas dois parametros
(taxa de crescimento e capacidade de carregamento), captura a essencia do crescimento popula-
cional dessas leveduras. Esta boa descricao acontece mesmo desconsiderando todos os detalhes das
interagoes entre as celulas que compoem esta populacao. Mas tudo bem, uma vez que introduzir
essa complexidade adicionaria mais dificuldade em resolver o problema, e talvez, impossibilitaria
o tratamento analitico e consequentemente a compreensao do fenémeno. Com esta versao simples,
considerando apenas parametros fenomenologicos, foi possivel descrever quantitativamente esta
populacao, que cresce rapidamente no inicio e que tem a sua taxa de crescimento diminuida na
medida que a populacao vai chegando numa saturagao provacada pela escassez de recursos do
ambiente.

que resulta em

N(t)

(3.16)
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3.3 Discretizacao do Modelo de Verhulst: O Mapa Logistico

Na segao anterior, para deduzirmos o modelo continuo de Malthus (EDO (3.9)), partimos de
um modelo discreto, tomando em seguida o limite de intervalos de tempo infinitesimais entre as
geracoes. Vamos agora fazer o caminho inverso para o modelo de Verhulst. Ou seja, como ja temos
o modelo continuo, dado pela EDO (3.14), vamos agora tomar intervalos de tempo discretos entre
geracoes e chegar no modelo discreto.

Vamos fazer dt — At na Eq. (3.14) de modo a ficarmos com

N(t+At) - N(t) N(t)
At =koN(t) |1 - | (3.17)
o que nos conduz a equagao de recorréncia
N(t+ At) = (1 + koAt) N(t) — %Ath. (3.18)

Introduzindo A = 1+ kgAt, que é um parametro relacionado com a taxa de crescimento, e fazendo
algumas manipulagoes algébricas chegamos a

N(1)
K
</\ ko At)
Introduzindo uma constante auxiliar C' = AK/(kAt) e multiplicando-a & equagao acima temos
N(t+ At) N(t) N(t)
=A 1- . 3.20
c C C (8:20)

Ja que C' «x K, ou seja, esta constante auxiliar é uma espécie de capacidade de carregamento,
vamos introduzir uma quantidade similar & densidade de individuos, dada por n(t) = N(t)/C.
Dessa forma, a eq. (3.20) fica

N(t+At) = AN(t) |1 - (3.19)

n(t+ At) = An(t) [1 - n(t)], (3.21)

que é a versao discreta do modelo de Verhulst, também conhecida por mapa logistico. Embora
esta equacao de recorréncia (3.21) seja bastante simples, veremos a diante que ela apresenta uma
surpreendente variedade de fendmenos.

O Mapa Logistico

Surge entdo uma pergunta: para um dado parametro A e uma densidade populacional inicial ng, a
populacao vai se estabilizar para um tempo grande? Veremos que, nesta versao discreta do modelo
de Verhulst, dependendo das condigoes, a populacao pode se estabilizar a uma dada altura, ou
pode flutuar indefinidamente de forma regular ou cadtica.

Por uma populagao estabilizada entendemos que ela nao varie de uma geragao para outra, ou
seja, n(t + 1) = n(t) = n*, onde n* é a densidade da populagao no equilibrio. Nesta condi¢ao de
equilibrio a equagao (3.21) se torna uma equacao de segundo grau em n*:

n* = (1-n*)= n*?—(\-1)n* =0, (3.22)
com uma unica solucao diferente de zero dada por

1
n*=1-—. 3.23
. (3.23)
Precisamos agora determinar se este ponto de equilibrio é instdvel ou estdvel. Se ele for
estavel o sistema volta ao equilibrio mesmo se sujeito a pequenas perturbagoes. Caso seja instavel,

basta uma pequena perturbacgao para que o equilibrio seja perdido. Para que o mapa logistico
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nit+1)=f (n(t)) apresente um ponto de equilibrio n* estavel é necessdrio que ele obedeca a

condigao

17 ()] < 1, (3.24)

p (para detalhes, veja (Murray 2007)). E facil mostrar que o mapa logistico

é estavel no intervalo 1 < A < 3. O gréfico (3.5) mostra os valores de n* em fungao de A. Para
A < 1 a populagao se anula (n* = 0); para 1 < A < 3 a populagao converge para n* =1 — 1/A
(Eq.3.23).

E interessante estudarmos o comportamento da equacao logistica para outros valores de A.
Como vimos, para A < 3 a populagao estabiliza-se rapidamente num ponto tinico (ponto fixo). No
entanto, aumentando A outros comportamentos poderao ser observados. Com a realizacao desse
estudo, veremos que, em geral, o sistema passa por uma fase inicial que depende do valor inicial
de populacao e depois de um certo nimero de interagoes assume um comportamento definitivo.
A primeira fase é chamada de transitorio do sistema e depende das condicoes iniciais. Ela pode
durar mais ou menos iteragoes dependendo do quanto a condicao inicial estd “préxima” do com-
portamento final. Ja a fase final é denominada atrator do sistema e depende apenas do parametro,
i.e. do habitat em que a populacao se encontra. Este atrator pode ser um ponto fixo, um atrator
regular (periddico), ou um atrator caético (a populagao flutua entre um grande ntimero de valores
possiveis).

onde f'(n*) = dfn)

—n*

Os gréficos apresentados abaixo mostram experimentos com a equagao logistica (3.21) com
diferentes valores de A. Para visualizarmos os efeitos de perturbacoes no tamanho da populacao
inicial, introduzimos o parametro €, que nos da a diferenga, em t = 0, entre duas densidades de
populagoes n e ne:

e=n(t=0) —n(t=0). (3.25)

Na figura (3.2) temos a ilustragdo de uma dinamica populacional com um valor de A (= 2) que
proporciona estabilidade. Neste grafico, mostra-se simulagoes com duas populagoes com diferentes
valores iniciais e que convergem para a mesma densidade. No caso da figura (3.3), temos uma
simulagdo com um valor de A (= 3.1) que dé origem a um comportamento oscilatério da populagio.
Finalmente, na figura (3.4), temos a simulacdo com um valor de A (= 3.6163) que gera uma
instabilidade na densidade populacional. Neste caso, basta uma sutil diferenca na populacao
inicial para gerar trajetorias completamente distintas.

Muitas vezes estamos interessados apenas no atrator do sistema e nao no transiente. Ou
seja, queremos saber o comportamento da populagdo a longo prazo, independente do fato de
comegarmos com uma populagdo pequena ou grande. Vamos agora estudar o comportamento
final da populacdo em funcdo do pardmetro. Para isso, vamos graficar o valor de n(t), para t¢
suficientemente grande, em fungdo do pardmetro \. A figura (3.5) apresenta este grafico, onde é
possivel observar a regiao de estabilidade (1 < A < 3) e regides com regimes cadticos. Outro fato
interessante é que acontecem janelas de comportamentos periddicos no meio da regiao cadtica.
De fato estas janelas apresentam comportamentos fractais, ou seja, cada vez que damos um zoom
nesta regiao, estas janelas vao ficando mais finas e com periodo mais alto, e sempre apresentado
0 mesmo formato.

3.4 O Modelo de Gompertz

Na secao (3.1) vimos que o modelo de Malthus falha pois conduz a um crescimento indeterminado
da populagao. Na secao (3.2) propomos uma forma (modelo de Verhulst) para introduzir uma
saturacgao na dinamica da populacao na tentativa de corrigir este problema do modelo de Malthus.
Vamos agora usar uma ideia alternativa para induzir a suturacao da populacao, ainda usando
como ponto de partida o préprio modelo de Malthus.
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Figura 3.2: Tlustragao da dinamica populacional gerada pela equacao logistica para um valor de
A que implica estabilidade. Nestas condigoes, duas populacoes (n e n.) se igualam rapidamente e
convergem para o ponto de equilibrio n* =1 — %, mesmo com uma diferenca inicial grande entre
elas (e = 0.5). A diferenca entre estas duas populagoes cai exponencialmente com o tempo (pontos
quadrados verdes).
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Figura 3.3: Tlustracao da dinamica populacional gerada pela equacao logistica para um valor de A
que implica oscilacao da populacao em dois valores de densidades. Note que as duas populagoes,
embora com condigbes iniciais distintas, ambas convergem para os mesmos valores oscilantes de
densidade. Embora para e suficientemente grande possa haver uma defasagem temporal entre as
densidades dessas duas populacoes, conforme mostra a figura debaixo.

O crescimento indeterminado da populacao no modelo de Malthus se deve a taxa de cresci-
mento per capita kg se manter constante para todos os individuos da populagao e para qualquer
geragao. Vamos entao introduzir um pouco mais de informagao nesta taxa de crescimento. Mais
especificamente, vamos considerar que essa taxa de crescimento seja dependente do tempo, o que
nos permite escrever o modelo (3.9) como

AN
—r = kON. (3.26)
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Figura 3.4: Ilustragao da dinamica populacional gerada pela equacao logistica para um valor de
A que implica instabilidade. Note que um pequeno valor de € ja é suficiente para dar destinos
totalmente diferentes as duas populacoes n e ne.

Para que a populagao pare de crescer com o passar do tempo, é interessantes pensarmos em uma
situac@o em que k(t) decresce com t. Por exemplo, podemos considerar um decaimento exponencial
dessa taxa de crescimento, ou seja k(t) = ce "% onde ¢ é uma constante e kg desempenha aqui o
papel de “meia vida” da taxa de crescimento, justificando a escolha inicial em (3.9). Dessa forma
temos um novo modelo, dado pela EDO

dN
E = ce_kOtN, (327)

também conhecido por modelo de Gompertz em homenagem ao economista Inglés que no séc. XIX
utilizou esse modelo para descrever mortalidade humana?.
Para encontrarmos a solugao deste modelo, como de praxe, vamos integrar dos dois lados da

EDO (3.27), ou seja

N / t
AN ,
~ = c/ e kot gt (3.28)
No 0
O que nos COnduZ a
&
N(t) = Noe~ (5 +Ee™™) (3.29)

Note que para t — co e ko > 0 a populacdo converge para Noe /%0 e portanto esta quantidade
é a prépria capacidade de carregamento, ou seja

K = Nye . (3.30)

Isto implica que ¢/ky = —In(K/Ny) e consequentemente podemos escrever a solugao acima em
termos dos parametros K, Ny e kg. Ou seja, a solucao do modelo de Gompertz também pode ser
escrita como

N(t) = Keln(F)e™" (3.31)

30 seguro de vida pessoal comecou a se tornar possivel gracas as ideias iniciais de Gompertz em 1825 que
percebeu que a probabilidade de um adulto morrer no préximo ano aumenta exponencialmente com a sua idade.
Este modelo ainda é usado pelas agencias de seguros.
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Figura 3.5: Valore assumidos por n(t), para t suficientemente grande, em funcao do pardmetro
A. No grifico acima, note a regiao de estabilidade (1 < A\ < 3) e as regides com regimes caéticos

(A 2 3.5). No grafico abaixo, temos uma ampliagdo do gréfico acima para um estreito intervalo
de M.

Uma forma mais conveniente de escrever o modelo de Gompertz (3.27) é pela EDO

dN N
g = —kONhl (K) 5 (332)

o que é, na verdade, a forma mais usualmente encontrada na literatura. Note que se integrarmos
essa EDO, ou seja, fazendo

N i t
dN
ﬁ = _k()/ dt/, (333)
Ng N ln (?) 0

teremos a mesma solucao (3.31), o que mostra que o modelo (3.27) e o modelo (3.33) sdo exata-
mente 0S8 mesmos.

Aplicando entdo o modelo de Gompertz para descrever o crescimento populacional de leveduras
temos um resultado tao bom quanto a do modelo de Verhulst, conforme mostrado na figura (3.1).
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Portanto este modelo também é interessante para modelarmos a dinamica populacional destes
micro-organismos.

3.5 O modelo Generalizado

Como vimos nas segoes anteriores, tanto o modelo de Verhulst (que considera um termo de
saturagao para a populacdo) quanto o modelo de Gompertz (que considera uma taxa de cresci-
mento que decai exponencialmente com o tempo) levam a resultados bastante satisfatérios para
descrever os dados experimentais do crescimento de leveduras. Mas se esses dois modelos, essen-
cialmente diferentes em suas formulagoes, levam a resultados simulares, qual das duas hipdteses
seria verdadeira? Ou seriam ambas verdadeiras? Ou ambas falsas? Na tentativa de responder
essa pergunta, gostariamos de tentar elaborar um modelo mais completo e que tivesse pelo menos
os modelos de Verhulst e de Gompertz como casos particulares.

Para isso vamos imaginar que a funcao logaritmo do modelo de Gompertz (3.32) possa ser
interpretada como um caso particular de uma funcao mais geral. Uma opcao seria olhar para a
fungao logaritmo generalizada. No apéndice (3.7) apresentamos esta fungao, que é definida por

z? —1
.

Ela é assim chamada pois recupera a func¢ao logaritmo usual quando tomamos o limite ¢ — 0 (para
maiores detalhes veja apéndice). Note que Ing(x) descrito a partir da equagao (3.34) ndo significa
“logaritmo de = na base ¢”; neste caso usarfamos a notagao logq(x). Por mera conveniéncia,
vamos reescrever o modelo de Gompertz (3.32) substituindo a funcao logaritmo usual pela fungao
logaritmo generalizada, o que nos da

Ing(z) = (3.34)

dN N
E = _kONlnq (K) 5 (335)

onde ¢ desempenha aqui o papel de um parametro de generalizacao. Vamos chamar este modelo
de modelo generalizado pois ele recupera nao sé o modelo de Gompertz quando toma-se o limite
g — 0, mas também o modelo de Verhulst quando ¢ = 1. Além disso, se ¢ = 1 (Verhulst) e
K — 00, este modelo generalizado recupera também o modelo de Malthus.

A solugao deste modelo pode ser obtida pela integragdo dos dois lados de (3.35), como de
praxe, o que nos leva a

N ! t
dN
/ =k [ dtf (3.36)
Ny N'Ing (%) 0
e a solugao
K
N(t) = . (3.37)

Q=

1= 1= ()]

Note que para ¢ =1 e ¢ — 0, esta solugao nos leva as solugoes (3.16) e (3.31), respectivamente.

O modelo foi aplicado nos dados experimentais de leveduras, como pode ser conferido na
figura (3.1). Neste caso o melhor ajuste foi feito com ¢ = 0,394, o que significa que um modelo
intermediédrio é melhor para ajustar esses dados do que os modelos de Gompertz (¢ — 0) ou
Verhulst (¢ = 1).

O modelo (3.35) foi proposto originalmente em (Richards 1959) e representa um passo im-
portante na construgao de modelos unificados. No entanto, o parametro ¢ foi introduzido aqui
como um argumento tedrico para obter a generalizacao, sem apresentar qualquer interpretacao
fisica. No entanto, com uma abordagem microscépica das interagoes entre os individuos, que serd
apresentado na secao (3.6), vamos conseguir dar esta interpretagdo. Na verdade, como veremos a
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seguir, o parametro de generalizacao q esta relacionado com o campo de interacao dependente da
distancia entre cada par de individuos que constitui a populacao.
Falar sobre G(t)

3.5.1 Modelo Generalizado e Modelo de Bertalanfy

O modelo generalizado, quando escrito de uma forma mais explicita, isto é, usando a defini¢ao (?7?),
fica

dN ]CO kO
= Nt 4 22N, .
ar (qKq> + P (3.38)

Ou, de uma forma mais compacta, podemos escrever-lo como

dN
o= aN? —bN, (3.39)
onde introduzimos os parametros a = —q’;{oq, = —%, e f=q+1. O modelo (3.39) é conhecido

na literatura por modelo de Bertalanfy.

O modelo (3.39) é bastante usado para descrever crescimento ontogénico e recentemente tem
sido aplicado para descrever populagoes humanas (? ). Dessa forma, o modelo generalizado (3.35) é
o proprio modelo de Bertalanfy. O interessante é que este fato nos proporciona uma interpretacao
fisica dos parametros do modelo de Bertalanfy. Ou seja, comparando um modelo com o outro
vemos que, o modelo de bertalanfy apresenta:

e taxa de crescimento: kg = —b(f8 — 1);

e capacidade de carregamento: K = (b)j;

e constante de generalizacao: ¢ = 3 — 1.
Como ainda nao justificamos fisicamente o parametro ¢ do modelo generalizado, também nao
sabemos interpretar fisicamente o parametro S do modelo de Bertalanfy. Isso sera feito com o

desenvolvimento de um modelo microscépico das interagoes dos individuos.
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3.6 Modelo Microscépico

Até este momento, os modelos apresentados foram construidos apenas considerando informagoes no
nivel macroscépico, ou seja informagoes populacionais. No entanto, para entendermos a dinamica
populacional sob um ponto de vista mais profundo é bastante interessante entendermos como se
realizam as interacoes entre os individuos que constituem a populagao. Esse tipo de abordagem,
que pode ser entendida como uma abordagem microscépica, deve nos levar a entender a dinamica
da populacao por primeiros principios.

O primeiro passo em diregao a esse entendimento foi obtido a partir de um modelo microscépico
para a o crescimento de células apresentado por Mombach e outros em (Mombach et al 2002).
Nesse modelo, foi possivel observar emergéncia de propriedades macroscopicas a partir das in-
teragbes dos microcomponentes dessa populacdo. E ainda, conseguiu uma interpretacao fisica
para o parametro de generalizacao gq. Vamos nessa se¢ao discutir um pouco a respeito desse
modelo.

Para comecgarmos, considere que a taxa de replicacao de uma célula é regulada por dois fatores:
um intrinsico a celula, e outro que depende das interacoes com as demais celulas da populacao.
Isso significa que deve valer o esquema para uma certa célula

[Taxa de Replicac@o] = [estimulo em auto-replicar-se] + [estimulo proveniente da interagdo com as
outras células].

Baseando-se no esquema acime, e denominando por R; a taxa de replicacao da i-ésima célula, o
nimero de células filhas geradas por este individuo num intervalo de tempo At serd

AtR; = G; + JI;. (340)

Aqui, G; é a capacidade intriscica desta célula em auto-replicar-se; I; é o campo de interagao
sentido por esta célula e causado pelas demais células da populagao; e J representa a forca (ou
intensidade) deste campo de interagdo. Se J > 0 temos cooperagao entre as células, se J < 0
temos competicao entre as células.

O numero total de células filhas acrescentadas a populagao numa certa geracao t sera de
AN(t) = At Ef\il R;, o que nos leva a uma equagao de recorréncia

N
N(t+At) = N(t) + At Y R;. (3.41)

Considerando intervalos de tempos infinitesimais, i.e. At — 0, a equagao de recorrencia acima,
junto com (3.40) se transforma na EDO

N
dN
= NG+ J; I;. (3.42)

onde (G) = (1/N) va:l G, é o valor médio da capacidade intrinsica de replicacao.

O campo de interagao I; é o resultado da interacao desta célula com cada uma das outras células
da populagao. Isso nos permite escrever I; = Y ki 1;;, onde I;; é o campo de interagao entre as
células 7 e j. Vamos considerar aqui que estas interacoes de pares s6 dependem da distancia entre
os individuos. Mais especificamente, vamos considerar que o campo de interacao entre as células
i e j decai com a distancia r;; entre elas pela forma

1
Lij(rij) = — (3.43)

T
onde 7 é o expoente de decaimento do campo de interacao. Quando = 0, significa que o campo
de interacao nao depende da distancia, ou seja regiao de interagao entre duas células é infinita.
Este caso é chamado de campo médio (veremos sobre isso mais adiante). Para v — 0o, a regiao de

interacao é nula, o que significa que as células nao interagem. De modo a preservarmos a estrutura
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Figura 3.7: Gréfico que representa o campo de interacao entre dois individuos (¢ e j) em funcao da
distancia 7;; entre eles, de acordo com alguns valores do expoente de decaimento v e com 9 = 1/2.
Na medida que 7 aumenta, mais rapido é o decaimento deste campo com a distancia. Quando
v = 0, a regiao de interacao é infinita, i.e. a intensidade da interacao nao depende da distancia
(campo médio). Quando v — oo a regiao de interagao é nula, o que significa que as células nao
interagem.

interna das células, vamos considerar r;; > 2rp, onde 2r¢ ¢ o diametro da célula. A figura (3.7)
ilustra o decaimento deste campo de interagao com a distancia para diferentes valores do expoente
de decaimento.

Vamos agora fazer algumas suposicoes quanto a distribuicao espacial dessas celulas. Primeira-
mente, vamos considerar que estas celulas estao distribuidas de tal forma a formar uma estrutura
com hiper-voluevolume Vp de dimensao D. Para D = 3 o hipervolume ¢ o volume euclidiano usual;
para D = 2 a populacao se encontra distribuida sobre uma superficie e o hipervolume representa a
area desta superficie; para D = 1 a populagao se encontra distribuida ao longo de um segmento e,
neste caso, o hipervolume representa o comprimento deste segmento. Vamos considerar também
p(r) como a densidade de células num elemento de hipervolume d”r posicionado em r. Este vetor
posi¢do tem origem na prépria celula i, conforme descrito na figura (3.8).

Dada estas consideragoes, o campo I; = Zj# I;; pode ser escrito como

1
I = / dl; = / p(r)—dPr (3.44)
Vo Vo r

onde dI; = p(r)%dD r é o campo de interagao sentida pela célula ¢ devido as células que se
encontram no elemento de hipervolume dPr localizado em r (veja figura (3.8)).

Assumindo, por simplicidade, que a populacao seja homogeneamente distribuida no espaco, ou
seja p(r) = po =cte, e usando coordenadas hiperesfericas pela troca

dPr = rP=1drdQp, (3.45)

chegamos a

RTVL(IJJ
I, = pD/ D= gy (3.46)
2

To
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Figura 3.8: Hipervolume Vp, de dimensao D, formado pela distribuicao espacial das células.
Nesta figura estd representado também um pequeno grupo de células dentro de um elemento de
hipervolume dPr, localizado no vetor posicdo r em relacio a i-ésima celula.

onde pp = po [Qp é um parametro relacionado com a densidade de células e que depende da
dimensao D; e f Qp é o angulo sélido?. Introduzimos aqui Ry,qz, que é a distancia méaxima entre
duas celulas. Resolvendo a integral (3.46) chegamos a

I, = % [RD=7 — (2rg)P ] (3.47)

Por mera conveniencia, e sem qualquer perda de generalidade, vamos considerar de hora em diante
que 1o = 1/2, de modo que temos uma simplificacdo da equagao acima, ficando

I = Dp & - [RD7 —1]. (3.48)

Podemos escrever R, em termos do niimero de células N. Para isso basta notarmos que N = fVD p(r)dD r,
o que, dadas as consideragoes anteriores, no leva a

Rmax
N = pD/ rP=Lar (3.49)
0
o que resulta em
DN\ P
Rpaz = () . (3.50)
PD

Introduzindo este resultado em (3.48) chegamos a

_ _ PD N =3 B
=1 =5 =) K(pD/D)) 1] (35

ou, de uma forma mais compacta, podemos escrever este resultado em termos do logaritmo gen-
eralizado (3.34), para obtermos

PD N
I,=1I(N) = D In; 5 |:(PD/D):| . (3.52)
Note entao que, embora tenhamos calculado o campo de interagao da particula i, o resultado se
revela identico para todas as demais células, pois I; independe do “indice” i, e consequentemente,
nao depende de propriedades particulares deste individuo, mas somente de N, o que justifica
escrevermos I; = I(N).
Voltando entao para a EDO (3.42) chegamos a

4Para D =1, [Q1 = 2; para D =2, [ Qo = 2m; e para D = 3, [ Qg = 4m.
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Solep @)ooz e
que nada mais é que o modelo de Bertalanfy com

a= (1_‘]];) (%3)%7 (3.54)

b= b][iDy —(G) (3.55)

B=2— % (3.56)

Temos aqui uma interpretagao para a taxa de crescimento, capacidade de carregamento e o
parametro de generalizagdo ¢ (ou ) a partir deste modelo microscopico. Na verdade a partir
das relagoes acima, precebemos que o modelo microscopico apresenta:

e taxa de crescimento

k=) (1- 1) - 222, (3.57)

e Capacidade de carregamento

" (”D;—u—gx@)lé (3.58)
J

e constante de generallizacao

g=1- L. (3.59)

Mas note que agora temos uma interpretacao fisica para ¢, o que nao tinhamos antes. Atraves
deste modelo de interagao dependente da distancia entre individuos percebemos que este parametro
estd relacionado com o decaimento da interagdo entre cada par de celulas. O resultado acima
se mostra importante no sentido de que ele apresenta apenas grandezas macroscopicas, embora
tenha sido obtido por premissas microscépicas. Em outras palavras, o comportamento global
emerge das interagoes locais entre as células que constituem a populagao. O grande mérito deste
modelo microscépico é que ele explica, por primeiros principios, todos os modelos fenomenologicos
introduzidos no comeco deste capitulo.

Casos Limites: Modelos de Verhulst e Gompertz

Como vimos na sec¢do anterior, o modelo generalizado (3.35) (e consequentemente o modelo de
Bertalanfy (3.39)) tem como casos particulares o modelo de Gompertz e o modelo de Verhulst. No
modelo microscépico, quando a dinamica acontece com um fator de interagao v = 0, o que significa
que a intensidade de interacao entre as células independe da distancia, temos uma dinamica
dada pelo modelo de Verhulst. De acordo com (3.59) temos, nesse caso, ¢ = 1. Dessa forma, o
modelo de Verhulst pode ser interpretado como uma aproximacgao de campo médio para a dinamica
populacional. Para esse caso limite, a partir de (??), o modelo (??) de (??) e (3.58) temos uma
taxa de crescimento kg = (G) — Jpp/D, e capacidade de carregamento K = —p(G)/(JD).

O modelo de Gompertz emerge quando v — D (¢ — 0). Tomando esse limite em (?7?), (?7?)
e (3.58), a populacao deve crescer com taxa de crescimento kg = —Jpp/D, e a capacidade de

_Db©)
carregamento K = (pp/D)e” 7rp .
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3.7 Aplicacoes ao Crescimento Populacional Humano

Frequentemente escutamos que a populacao humana esta crescendo exponencialmente. De certa
forma esta informagao procede, mas nao tecnicamente falando. O grafico com os dados da pop-
ulacao humana estao apresentados na figura 77 Note que realmente a populagdo huma cresce
vertiginosamente. No entanto, tecnicamente, a funcao exponencial, dada pelo modelo de malthus
?7? ndo ajusta bem para descrever estes dados empiricos. Na verdade, como ja foi apontado por (?
) uma boa fun¢ao para descrever o crescimento populacional humano é o exponencial generalizado
6.5, como pode ser verificado nesta mesma figura.

Na verdade, uma populagao que cresce com um exponencial generalizado decorerre do mesmo
modelo generalizado que discutimos nas se¢oes anteriores. Note que no modelo 7?7 se tomarmos o
limite b — 0T, o que implica

—— =aN” (3.60)

temos um modelo com solugao

N(t) = Noeg(kqt) (3.61)

onde

Antes de proceguirmos, vamos analisar de que
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Apendice: Funcgoes Logaritmo e Exponencial Generalizados

A fungao logaritmo In(x) pode ser entendida, entre outras interpretacoes, como a drea abaixo da
fungao hiperbole f(t) = 1/t, dada pela integragao

t

Podemos usar essa ideia para construir uma funcao logaritmo generalizada, de tal forma que a
funcao logaritmo usual seja apenas um caso particular. Vamos entao definir a funcao logaritmo
generalizado como a drea abaixo da hipérbole nao simétrica f;(¢) = 1/t*~7 no intervalo ¢ € [1, ],

de forma que
*odt 2’=1 paraq#0
Ing(z) = / = = 4
, ttma In(z) para q¢— 0
Essa funcao é, portanto, uma generalizacdo, através da introdugao do parametro ¢, da funcao
logaritmo natural. Afinal, ela recupera a funcao logaritmo no limite § — 0 °, isto é

In(z) = /19” 1dt. (3.62)

lim Ing (x) = In(x). (3.63)

q—0

A figura (3.9) apresenta o gréfico de In,(x) para vérios balores de g.

3.0

2.0 1

1.0+

Ing(x)
0.0 do

4

Figura 3.9: Grafico da fungdo logaritmo generalizada In,(x) em fungdo de z para varios valores
de q.

A funcao inversa da funcao logaritmo generalizada é a fungao exponencial generalizada

RN o N

ea(z) = ¢ mgg(l+qa)e ., se gz > -1 (3.64)

q
0 , de outra forma.

5Note que Ing (x) descrito a partir da equagao (??) ndo significa “logaritmo de = na base ¢”; neste caso usarfamos
a notagao logg(x).
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Para ¢ = 0, recupera-se a funcao exponencial: eg(z) = e”.

30 10121 32

i/ -

2.5

2.0 3.0

Figura 3.10: Gréfico da fungdo exponencial generalizado eg(x) em funcao de x para vdrios valores
de q.

Essas fungoes generalizadas tém se mostrado importantes pois permitem um facil manuseio

algébrico de expressoes, bem como recuperar casos particulares (? ).

Apendice: Outros Modelos Generalizados
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Figura 04: Modelos de crescimento e suas relagdes.

Figura 3.11: sdasdasdasddsa .
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Capitulo 4

Leis de Potencia

Neste capitulo vamos estudar uma caracteristica exibida por certos sistemas complexos: as leis de
poténcia. Leis de potencia, que sera melhor definida logo a seguir, sao comportamentos emergentes
das interagoes entre as unidades de um sistema.

Um sistema exibe uma “lei de potencia” quando este apresenta algum comportamento macroscépico
descrito por uma equacao do tipo

y = ax”, (4.1)

onde a e B s@o constantes, enquanto y e x sao varidveis (dependente e independente, respec-
tivamente) associadas a este sistema. Em sistemas complexos, leis de poténcia emergem como
consequéncia das interagoes entre as unidades do sistema.

Uma caracteristica importante de um sistema descrito pela equacao (4.1), é que este apresenta
propriedades livres de escala, i.e. propriedades que se manifestam da mesma maneira em diferentes
escalas. Nesse sentido,se ele apresenta varidveis que obedecem a forma (4.1), essas varidveis terao
as mesmas propriedades tanto numa escala microscépica, quanto numa escala macroscépica. Logo
a seguir vamos colocar essas informacoes de uma forma mais detalhada.

4.1 A Equacao da Lei de Poténcia e Propriedades Livres de
Escala

Para comegarmos a estudar as leis de poténcia, vamos considerar inicialmente um caso particular
da equagao (4.1), digamos a hipérbole y(z) = 27! (i.e. a =1e 3= —1). A figura (4.1) apresenta
graficos dessa funcdo em trés escalas distintas. Note que, independentemente da escala (se 0 a
100, 0 a 10.000, ou 0 a 100.000), todos os graficos apresentam o mesmo aspecto. Neste sentido,
se apagarmos os niimeros dos eixos, seria impossivel dizer em qual escala estamos analisando esta
funcao. Desta forma, a fungao hipérbole é dita livre de escala.

Mas claro, esta propriedade nao é exclusiva da fungao hipérbole, mas sim de todas as funcoes
com a forma da equagdo (4.1). Outro exemplo é a fungéo raiz quadrada y(z) = \/z (iea=1¢e

Figura 4.1: asasas asa sa ssa
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Figura 4.2: asasas asa sa ssa

Figura 4.3: asasas asa sa ssa

B = 1/2). Os graficos desta funcao em trés escalas distintas estao apresentadas na figura (4.2).
Mais uma vez temos o mesmo aspecto do grafico em trés escalas distintas.

Em suma, podemos dizer que sistemas que apresentam comportamento descritos pela equacao (4.1)
apresentam propriedades livres de escala. Ou seja, apresentam propriedades semelhantes, seja
numa escala microscopica, seja numa escala macroscopica. Aqui microscépico significa quando
se olha para o sistema numa escala menor (por exemplo, o gréifico de 0 a 100). Enquanto que
macroscépico quando se olha para o sistema numa escala maior (por exemplo, o grifico de 0 a
100.000).

4.2 Grafico Log-Log

Uma forma conveniente de analisar estas fungoes livres de escala é plota-las ndo em uma escala
linear, mas sim numa escala logaritma. Isso se mostra conveniente, como sera evidenciado logo a
seguir, facilitando a identificagao de suas propriedades.

Vamos entao extrair o logaritmo dos dois lados da equacao (4.1), o que nos leva a

logy = flogx + loga. (4.2)

Chamando Y = logy, X =logz, e ¢ =loga, temos a equagao linear

Y =BX +ec, (4.3)

com coeficiente linear ¢ e coeficiente angular 3. Dessa forma, ao fazermos o grafico de Y em funcao
de X teremos uma reta, como pode ser visto na figura (4.3), que apresenta gréficos log-log. Nesta
figura temos o gréfico da hipérbole (8 = —1) e da raiz quadrada (8 = 1/2). Como estas duas
fungoes sao casos particulares da equagao (4.1), elas duas apresentam a forma de uma reta, e na
verdade qualquer variacao dessas equacgao, quando fazemos o grafico log-log.

Este tipo de plotagem (log-log) se mostra bastante conveniente para se verificar se um sistema
apresenta propriedade tipo lei de potencia. Dessa forma se num gréafico log-log de duas variaveis
apresentam uma linha reta, isso implica que temos uma lei de potencia entre essas varidveis e
portanto comportamentos livre de escala. Nas proxemas se¢oes vamos apresentar alguns exemplos
de leis de potencias encontrados em sistemas naturais.

4.3 Leis de Potencia em textos
Vamos inicialmente ilustrar uma lei de poténcia num contexto um tanto que inusitado. Tomemos

o livro “Ulisses”, de James Joyce. Esse romance irlandés é um intricado jogo de palavras literario,
com diversos trocadilhos e neologismos num total de 260.430 palavras (na versdo original em
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Figura 4.4: Gréfico da frequéncia f de aparigoes das palavras do livro Ulisses, de James Joyce,
em funcao do seu ranqueamento 7. Os dados empiricos sao muito bem ajustados pela lei de
potencia f o< %2, mostrado pela linha tracejada. Para fins de comparacdo é mostrado um
ranqueamento feito a partir de uma distribuicao randémica e independente de palavras. Esse caso
falha consideravelmente na descricao dos dados empiricos.

inglés). Além disso, considerando que declinagoes de uma palavra sdo palavras distintas (e.g.
give, gives, sdo distintas), a obra apresenta um enorme vocabuldrio de 29.899 palavras.

Um fato interessante surge quando analisamos a frequéncia de aparicao destas palavras no
livro. A figura (4.4) apresenta o grifico log-log da frequéncia f de apari¢ao de uma palavra em
funcao do seu ranqueamento r, tomando r = 1 para a palavra mais frequente; r = 2 a segunda
mais frequente; r = 3 a terceira mais frequente; e assim por diante até r = 29.895. Temos aqui
uma reta evidente (no grafico log-log) correlacionando estas duas quantidades. Podemos dizer
entdo que f e 7 se relacionam por uma lei de potencia tipo f = ar®. O valor empirico (obtido por
ajuste da reta) é Bempirico ~ 1, 02.

Essa lei de potencia observada se mostra bastante surpreendente e nos poe a desconfiar se nao
seria mais uma provocacao feita por Joyce aos seus leitores. No entanto, quando analisamos um
montante de outros livros da literatura inglesa ou mesmo de outros idiomas nos deparamos com a
mesma propriedade. O que mostra que a lei de potencia observada é um padrao universal dentro
da escrita de textos.

Mas quais processos estao envolvidos na escrita de textos que sao responsaveis por esta lei de
potencia? Para responder esta questao vamos seguir a seguinte linha de pensamento. Suponha,
inicialmente, um caso extremamente idealizado, em que consideramos que as palavras sao disposta
na construgao das palavras de forma completamente aleatéria e independente das escolhas anteri-
ores. Quando este é o caso,temos uma situacao em que a distribuicao das frequéncia das palavras
é dada por uma normal, como apresentado na figura (4.5). Neste caso temos que a maioria das
palavras sao usadas frequentemente. H& também uma pequena minoria de palavras que nunca
sao usadas, ou sao usadas muito raramente. Ao construir um gréafico da frequéncia em funcao do
ranqueamento para um sistema de escolha de palavras que obedece a esta distribuigao normal,
temos um resultado decepcionante em relagao a evidencia empirica, como pode ser observado na
figura (4.5). A falta de veracidade desse escolha de uma distribui¢do independente das palavras
pode ser entendida pelo seguinte exemplo. Suponha que vocé vai comegar a escrever um texto
(ou um livro). Antes de vocé escrever qualquer palavra, vocé tem uma folha em branco diante
de vocé. Neste momento, vocé pode escrever qualquer coisa, colocar qualquer palavra. A par-
tir do momento que vocé escreve uma palavra, por exemplo o artigo “a”, um grupo enorme de
palavras candidatas foram simplesmente eliminadas. Como este é um artigo feminino, a segunda
palavra nao pode ser masculino. Dessa forma, embora a primeira palavra poderia ter sido es-
colhida de forma relativamente aleatdria (poderia ter usado qualquer palavra do montante das
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Palavra

Figura 4.5: Caso idealizado em que a distribui¢do da frequéncia das palavras é uma normal
(gaussiana). Este é o caso quando a escolha das palavras que irdo compor as frases é feita de
forma independente das escolhas anteriores.

palavras possiveis), a segunda é escolhida satisfazendo um vinculo em relagao a primeira palavra
(de ser masculina). Dessa forma a segunda palavra estd totalmente vinculada & primeira. E assim
acontece com a terceira em relacao a segunda palavra, e assim por diante. Temos entao que as
palavras nao sao escolhidas de forma independente, e portanto a hipdtese da distribuicao normal
das palavras nao deve valer.

Na verdade esta lei de potencia surge como resultado dessa forte interacao interagao de palavras.
na verdade, vamos apresentar a seguir outros exemplos de leis de potencia que sao observados
apenas em sistemas que apresentam certos tipos de interagao entre suas unidades.

Temos aqui um exemplo de sistema complexo, uma vez que os textos sdo formados por um
numero grande de unidades - as palavras - que estao fortemente conectadas. Uma vez que desta
conexao emerge também um comportamento macroscépico emergente, que é a prépria lei de poten-
cia entre frequéncia e o ranqueamento das palavras. Dessas forma em outros sistemas complexos
que vamos analisar ao longo dos proxemas secoes, a lei de potencia serd vista como uma carac-
teristica macroscépica, ou seja , um fendomeno emergente de sistemas complexos.

4.4 Leis de Poténcia em Terremotos

Os terremotos sao exemplos de fend6menos naturais caracterizados por “imprevisiveis”. Num certo
sentido, essa informagao procede. Nao podemos prever, com exatidao, o momento e o local da
ocorréncia de um terremoto. No entanto, existem padroes na ocorréncia dos terremotos. Por exem-
plo, verifica-se que grandes terremotos sao extremamente raros, enquanto que pequenos terremotos
s@o bastante frequentes. O gréfico log-log apresentado na figura (4.6) apresenta o logaritmo do nu-
mero ou frequéncia de terremotos (f) em funcao do logaritmo da energia (grau de magnitude) (E)
dissipado. O grafico evidencia uma lei de potencia entre essas quantidades. Dessa forma, os terre-
motos nao sdo exatamente imprevisiveis. Eles apresentam um padrio dada pela lei f oc 7, onde
o valor empirico do expoente (determinado a partir dos dados experimentais) é Bempirico = —1, 5.

Esta lei pode, de certa forma, ajudar na predicao de terremotos. Por exemplo, o grande
terremoto do Japao de 2012 ja era previsto. Mas claro, sabia-se que um grande terremoto estava
por vir, mas ainda sim nao era possivel prever exatamente quando. Da mesma forma que se
espera um grande terremoto em Portugal nos préoximos anos, similar ao que aconteceu em Lisboa
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Figura 4.6: Grafico do logaritmo da frequéncia em fungao do logaritmo da magnitude (energia)
do terremoto. A reta evidencia a lei de potencia entre frequéncia e magnitude de terremotos, com
um expoente de aproximadamente —1.5.

deltaP x tempo

em 1755, com magnitude de 9 pontos na escala Richter e agravada por Tsunamis. Esse terremoto
resultou entre 10.000 e 30.000 mortos.

Um fato interessante e que nos da uma diregao para o entendimento a respeito dos terremotos
consiste no fato que esse grande terremoto em Portugal resultou em outras replicas por mais de 10
anos, com mais de 250 sismos de terra durantes os primeiros seis meses. Esta é uma caracteristica
de exibir replicas s@o comuns a todos os terremotos. Geralmente um grande terremoto vem
sucedido de outros terremotos menores. Isso é uma evidencia da forte interacao entre partes de
terra que formam as placas tectonicas. Esse fato permite, mais uma vez, enxergar o problema
como um sistema complexo: forte conexao entre as componentes de terras (unidades do sistema)
0 que resulta num macrocomportamento (as leis de potencia) emergente das interagoes dessas
unidades.

4.5 Leis de Poténcia no Mercado Financeiro

Existe uma quantidade enorme de fenomenos economicos que apresentam leis de potencia. Pareto
foi o primeiro economista a encontrar esse tipo de comportamento em economia. Ele percebeu
que o numero de pessoas N(R) com uma determinada quantidade de riquesa R obedece a uma
lei de potencia com um expoente negativo, ou seja N(R) o< R?. Essa dependencia nos diz que ha
poucas pessoas ricas (com R muito grande) e muitas pessoas pobres (com R muito pequeno).

Outra quantidade economica que obedece a uma lei de potencia é a variagao dos pregos. Na
figura abaixo encontra-se a série temporal (mensal) da variacao de precos (AP) do algodao.

Olhando ingenuamente para o grafico, nos parece que estas variagdes de preco segue um cam-
inho erratico, independente de sua historia passada. No entanto, ao se fazer um grafico log-log da
frequencia f(AP) de vezes (ou de meses) em que esta variacao excedem uma certa fracdo AP em
funcao do préprio tamanho desta fragao, entao teremos um lei de potencia, como pode ser visto
pela figura 777

Esse comportamente é observado de forma similar em diversos outros comodites, o que sugerem
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um comportamente universal na dinamica da variacao dos precos.

Os economistas ortodoxos postulam que as flutuagoes no mercado de agoes sao independen-
dentes o que leva a uma previsao de distribuicao gaussiana da variagao de pregos. Este é o caso do
modelo de Black e Sholes (premio nobel de 1997) e a teoria CAPM (Capital Asset Pricing Model)
(premio Nobel de 1990). Além do mais, a hipotese do mercado eficiente, que diz que o mercado
possui um mecanismo autocorretor que remove as correlagoes das flutuagoes. Este mecanismo
(teorico) da suporte a suposigao de que as flutuagoes dos pregos nao estao correlacionados. No
entanto, nao é o que sugerem os dados experimentais apresentados nas figuras acima. Em analogia
ao que discutimos anteriormente, no caso das palavras de um texto e dos terremotos, este compor-
tamento empirico de lei de potencia sugere uma forte correlacao entre as variagoes de precos. Note
no grafico da figura 77 que a hipotese gaussiana (independencia nas variagoes dos precos), assim
como no caso da escolha independente das palavras de um texto, nao se aplica bem aos dados.
Na verdade, de forma analoga aos contexto dos terremotos, uma grande alteragao nos precos (AP
muito grande) leva a outras variagdes de preco. O que leva a dependencia dessas variagoes e a
consequente emergencia da lei de potencia.

4.6 Leis de Poténcia em Sistemas Biolégicos

Também encontramos uma série de fenomenos bioldgicos que exibem leis de potencia. Para exem-
plificar isso, considere a série temporal apresentada na figura 77?7. | que apresenta a percentagem
de espécies extintas em funcao do tempo geoldgico. Assim como os terremotos ou a variagao dos
pregos, temos uma grande frequencia de pequenas extingdes (i.e. extingdo de poucas espécies) e
uma baixa frequencia de grandes extingoes (i.e. extingdo de muitas espécies).

A partir deste grafico note que a extin¢ao dos dinossauros foi um evento relativamente brando
se comparado com outras extingoes.

Assim como fizemos nos outros contextos apresentados nas secoes anteriores, vamos fazer o
grafico log-log da frequencia f de acontecimento de extingoes de magnitude E. E grande significa
muitas especies extintas; E pequeno poucas especies extintas. Note o comportamento de lei de
potencia entre essas duas quantidades.

Esta evidencia empirica nos diz, de forma andloga ao descrito nas segoes anteriores, que as
especies nao se extinguem aleatoriamente. Ou melhor, nos diz o ébvio: as espécies nao vivem
de forma independente uma das outras. Quando uma especie se extingue, uma série de outras
espécies, dependente dessa primeira, também acabam se extinguindo. Extingées com poucas
espécies acontecem o tempo todo. No entanto, algumas vezes, espécies extremamente conectadas,
com uma rede de dependencia muito forte, se extingue, levando junto a extingao um numero
grande de outras espécies.

Esses dados bioldgicos nos mostram mais uma vez como essas leis de potencia sao comporta-
mentos macroscopicos que acontecem como consequencia de sistemas cujas unidades (nesse caso,
as especies biolégicas) estao fortemente conectadas.

4.7 Leis de Poténcia em FenOmenos Sociais

Outro contexto bastante povoado pelas leis de poténcia é o que diz respeito a interagdes sociais
humanas. Exemplos de leis de poténcia em sociologia sao encontrados em conflitos, padroes
culturais, entre outros.

colocar figura
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Uma lei de potencia em sociologia que merece destaque € o que se refere a frequéncia de conflitos.
O gréfico abaixo diz respeito a frequéncia f(z) de ocorréncia de insurgéncias de tamanho x. x pode
ser medido, por exemplo, como o numero de feridos em um ataque num contexto de insurgéncia.
Temos aqui dados experimentais de insurgéncias de vérios paises distintos. Mais especificamente
Afeganistao, Iraque, Colémbia e Peru. Note a lei de potencia (reta no grafico log-log) que emerge
deste contexto.

Mais uma vez temos uma situacao andloga do que acontece em terremotos. Uma grade
insurgéncia vem sempre, de acordo com as evidencias, sucedida de varias outras insurgéncias
menores, e que eleva a correlacao entre diferentes eventos. Esta ligacao entre eventos grandes e
pequenos, de forma andloga aos terremotos, da origem a essa lei de potencia.

Uma caracteristica interessante deste contexto de insurgéncia diz respeito ao expoente da lei de
potencia. A figura abaixo mostra o valor empirico deste expoente para insurgéncias em diferentes
locais e épocas. Note que o valor 2.5 para este expoente é bastante significativo. Isso evidencia que
independentemente do local ou época do contexto, ha um padrao comum a todas as insurgéncias,
evidenciado pelo compartilhamento de um valor comum para o expoente de lei de potencia.

Vamos verificar nos préximos capitulos que embora tenhamos diferentes tipos de sistemas com-
plexos, algumas varidveis desse sistema, como por exemplo o expoente de lei de potencia, apresenta
caracteristicas universais em certas classes de sistemas. No caso de fenomenos de insurgéncias,
temos uma situagao que cai nesta situagao de universalidade.

4.8 Conclusoes

Foram apresentados nesse capitulo uma serie de exemplos de leis de potencia em diferentes con-
textos. O que percebemos de comum nesses sistemas apresentados, embora distintos, é o fato
de ser formado por certa quantidade de entidades fortemente correlacionadas ou interagentes. E
é justamente como consequencia dessa interacao que surgem as leis de potencia, sendo essa um
comportmento macroscopico emergente.

vale ressaltar que na ausencia de interassao entre essas unidades teremos um comportamento
randomico que levaria a uma distribuicao gaussiana das das variaveis. E como foi colocado ante-
riormente, essa consideracao, de variaveis sendo escolhidas aleatoriamente a partir de uma gaus-
siana, falaha miseravelmente em descrever os resultados experimentais. Portanto, considerar que
as unidades apresentam interagao é impressindivel para explicarmos o comportramento emergente
desses sistemas apresentados.

Os exemplos apresentados sao casos de sistemas complexos, uma vez que satizfazem os itens
colocados no capitulo anterior.

Estamos lindando entao com
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Capitulo 5

Modelagem de Sistemas Biol6gicos: Lei
Halométrica

Neste capitulo, para ilustrar a ideia de modelagem matematica, vamos introduzir um modelo
tedrico para explicar o crescimento corporal de animais. Este tipo de crescimento é conhecido por
crescimento halométrico. Estamos interessados aqui em entender o processo de crescimento de um
animal, desde o seu nascimento até a sua fase adulta e se haveriam leis universais que regem todo
tipo de organismo. Primeiramente vamos apresentar um modelo baseado na dissipacao de calor
do animal para o meio. Esse modelo, apesar de ser fisicamente plausivel, leva a resultados que sao
incompativeis com evidéncias experimentais. Ou seja, esse modelo vai ilustrar o destino da grande
maioria dos modelos: nascer condenado ao fracasso. Logo em seguida vamos introduzir um outro
modelo, desenvolvido por Geofrey West e seus colaboradores (do Santa Fé Institute) que parte de
duas ideias bastante sugestivas. A primeira, é a de que a rede de fornecimento de nutrientes para
as células de um organismo, i.e. o sistema circulatério, obedece a um padrao fractal. A segunda
é que a natureza, como um todo, obedece a um processo de minimizagcao do gasto de energia via
selegao natural. Vamos mostrar que esse modelo apresenta evidencias empiricas a seu favor.

5.1 Modelo de Dissipacao de Calor

Os animais menores apresentam metabolismos mais rapidos que os maiores. Isso fica evidente
quando comparamos o ritmo cardiaco de um hamster em relagdo ao nosso ritmo cardiaco: o
roedor apresenta uma frequéncia de batimentos cardiacos bem mais alta. A frequéncia cardiaca,
como veremos em maiores detalhes a seguir, estd intimamente relacionada com a taxa metabdlica
do organismo.

A taxa metabdlica é a taxa com que o organismo transforma a energia proveniente dos nu-
trientes em outra forma de energia, a qual serda usada nas fungoes vitais. Além disso, de acordo
com as leis da termodinamica, processos como esse, que converte energia de uma forma para uma
outra, sempre deve liberar calor. Um organismo deve liberar esse calor na mesma taxa em que
ele processa a energia metabodlica. Nesse sentido, calor pode ser entendido como o substrato dessa
transformacao energética. Inclusive, uma das formas de se medir a taxa metabdlica de um organ-
ismo endotérmico é medindo a prépria taxa de liberagao de calor desse organismo. Portanto, a
taxa metabdlica de um organismo pode ser inferida pela sua producao de calor.

O rato e o elefante

Para comegarmos a entender as consequéncias desse processo de producao de calor pela trans-
formacao de energia, vamos considerar dois animais de tamanhos bem diferentes, por exemplo o
rato e o elefante. Enquanto um rato apresenta uma massa em torno de 2g, o elefante apresenta
uma massa da ordem de 2.000.000g (duas toneladas). Ou seja, duas espécies com uma diferenga
de 10° ordens de magnitude da massa.

Poderfamos intuir, ingenuamente, que o elefante gastaria 10 vezes mais energia que um rato.
Até aqui tudo bem, mas o problema é que a consequéncia desse raciocinio é que, como a taxa
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Figura 5.1: Aproximacao grosseira do rato e do elefante como esferas. Esta aproximacao vai nos
permitir calcular facilmente o volume (4/3773) e a drea da superficie (4772) destes “modelos”.

metabdlica estd relacionada com a producdo de calor, entdo o elefante também deveria gerar 10°
vezes mais calor que o rato. Para que o elefante nao morra carbonizado é preciso entao que ele
consiga eliminar todo o excesso de calor. De fato, o elefante apresenta uma grande superficie de
contato com o mundo externo (bem maior que a do rato) que o permite dissipar o calor produzido.
A pergunta que temos que responder entao é, seria o tamanho dessa superficie suficiente para
dissipar o calor gerado na producao de energia metabdlica?

Para tentar responder a essa questao, vamos considerar um modelo bem simples para a su-
perficie de contato desses animais. Vamos considerar (grosseiramente) que tanto o elefante quanto
o rato sao perfeitamente esféricos, como o esquema da figura (5.1.

Com essa aproximacao fica bem mais facil determinar o volume V' e a area de contato com
o meio externo A destes animais a partir desses “modelos”, sem perdas de generalidades. Essas
quantidades se relacionam com uma medida linear, que seja o raio r, pela forma

4 .
V= §7r7“3 ~ 73 (5.1)
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1 100
~1 ~ 10.000
~1 | ~ 1.000.000
~1 ~V

NS ESE

Tabela 5.1: Tabela com valores relativos e ratos e elefantes.

A = dnr? ~ 2, (5.2)

Essa quantidades sao importantes para determinarmos outras quantidades interessantes do animal.
Por exemplo, a partir do volume teremos uma estimativa da massa. Afinal, a massa M do animal
deve ser proporcional ao volume, o que implica

M ~ 73 (5.3)

Vamos considerar também que o raio da esfera do rato tenha 1 unidade de medida, ou seja
r = 1. Nesse sentido, para que o volume do elefante seja 10° vezes maior que o do rato, o raio
do elefante deve ser da ordem de r = 100 . E claro, esses valores sao especulativos e estamos
interessados apenas na ordem de grandeza desses nimeros. A auséncia de detalhes e de precisao
nao deve comprometer a analise qualitativa que estamos interessados. Com essas informagoes
podemos montar a tabela (5.1) com os valores relativos a ratos e elefantes.

A massa do animal deve ser proporcional ao volume, e dessa forma a massa do elefante, assim
como o seu volume, deve ser 10° vezes maior que a massa do rato. No entanto, a drea da superficie
esférica do elefante é “apenas” 10* vezes maior que a érea da superficie esférica do rato. Com
estes dados podemos concluir que a area da superficie “cresce” muito mais lentamente do que o
volume. Isso implica que animais maiores possuem superficies relativamente menores em relagao
& massa. Note que a partir das equagoes (5.1, (5.2) e (5.3) chegamos a

A~m3, (5.4)

0 que significa que a area da superficie se relaciona com a massa do animal por uma forma sub-
linear, isto é , o expoente da lei de potencia é menor que 1. Isso significa que a area da superficie de
contato é maior para animais maiores, mas € relativamente menor, em comparagao com a massa,
se comparado com a superficie de contato de animais menores.

Esse resultado leva a concluir que o modelo da dissipagao de calor leva a um absurdo. O
elefante gera 105 vezes mais calor que o rato, mas irradia esse calor numa superficie de contato de
apenas 10* vezes maior que a do rato. Dessa forma, se a hipétese de dissipacio de calor estivesse
correta, o elefante seria totalmente carbonizado por ter um superficie de contato muito menor do
que o necessario para dissipar toda a quantidade de calor produzida.

Na verdade, o raciocinio colocado nessa secao nao vale justamente por que estamos con-
siderando que a taxa metabdlica dos animais é diretamente proporcional & massa corporal, o
que nao é verdade. Veremos isso com mais detalhes na préxima secao.

5.2 O modelo de Rubner

No final do Séc. 19, Max Rubner postulou que os organismos vivos, por selecao natural, evoluiram
para um estado em que a massa corporea deveria seguir uma lei de escala com a superficie, e assim
poder irradiar o calor em excesso que se gera na produgao de energia metabdlica.

Para entender a ideia de Rubner, considere o seguinte gréfico esquematico (5.2), que segue o
principio da conservacao de energia e a segunda lei da termodinamica. A energia (E) proveniente
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Figura 5.2: Esquema da transformacao energética nos organismos.

dos alimentos ou de qualquer outra fonte, é transformada, no processo metabdlico, em: energia
atil (B), ou seja, a energia que serd utilizada nas necessidades vitais do organismo; calor (Q), que
deve ser dissipado de alguma forma pelo organismo. Pelo principio da conservagao da energia,
vale E = B + Q.

Rubner considerou, por hipdtese, que estas trés quantidades (E, B e Q) escalam com a mesma
forma com a massa, ou seja

E ~mP, (5.5)

B ~m”, (5.6)
€

Q~m”, (5.7)

onde 3 é o expoente de escala. No modelo que consideramos na secao anterior, tinhamos como
hipotese que a energia metabdlica era proporcional a massa do organismo, ou seja B ~ M. Ou
melhor, usando a ideia colocada nesta segao, que 5 = 1.

No entanto, para que nao tenhamos o problema de carbonizar os animais maiores, o calor
deve ser devidamente dissipado. Vamos considerar que o calor ) é composto por duas partes:
o calor dissipado Qg;ss € 0 calor retido @,.; pelo organismo, valendo a relacao de conservacao
Q = Quiss +Qret- O calor dissipado deve depender da superficie de contato do organismo, ou seja,
Quiss ~ A. Vamos olhar para a razao Qguss/Q que servird de parametro para medir a eficiéncia
do organismo em dissipar calor. Essa razao apresenta como casos particulares:

Qdiss { 1 = todo calor produzido ¢ dissipado;

Q 0 = todo calor produzido é retido (superaquecimento).
Como A ~ M3 e, por hipétese, Q ~ MP?, entdo
Quiss _ pr3-5. (5.8)
Q

No modelo proposto na se¢ao anterior, em que 8 = 1, temos que % ~ M _%, 0 que significa
que o calor dissipado vai a zero para M grande (veja grafico (5.3)). Isso provocaria o superaqueci-
mento nos animais maiores, conforme ja foi abordado. No entanto, como propor Rubner, se § = %
entdo 2e== ~ 0 = 1. Ou seja, esta razao nao depende mais da massa. Dessa forma o individuo
nao deve sofrer de superaquecimento se tiver uma massa muito grande.

Essa teoria de Rubner, conhecida por hipdtese da superficie, parece ser bastante coerente e
foi aceita por 50 anos. O tnico problema (mas fatal!) dessa teoria é que o expoente halométrico
previsto por ela (8 = 2/3) nao parece obedecer aos dados experimentais, como verificou Max
Kleiber em 1930. Segundo os dados analisados por Kleiber o valor experimental do expoente
halométrico é de
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Figura 5.3: Gréfico da razao Qgiss/@ em fungao da massa para § = 1. O calor dissipado vai a
zero para M grande, o que provocaria um superaquecimento nos animais maiores.

Beap ~ 0.74 ~ 3/4, (5.9)

diferindo da previsao dada pela hipétese da superficie. Vamos olhar com mais detalhes a esses
dados experimentais na segao a seguir.

5.3 Lei halométrica da taxa metabdlica e da massa corporica

A taxa metabolica de um organismo consiste no valor médio da energia usada por este organismo,
num dado periodo de tempo, para realizar suas necessidades vitais. Esta energia usada pelas
células do organismo € obtida a partir dos alimentos, dgua, ar, luz, etc.. A figura abaixo apresenta
um grafico, numa escala log-log, de valor experimentais da taza metabolica corpdrica B, que é
a quantidade de energia gerada por um animal ou organismo num certo intervalo de tempo, em
fungao da massa deste mesmo animal. Note uma lei de poténcia memoravel, que abrange pelo
menos 18 ordens de grandeza, que vai dos seres unicelulares (10~ !2gramas) até os mamiferos
(10~%gramas). Esses dados nos mostram que nao importa toda a complexidade particular das
espécies, da evolugao bioldgica, etc., todos os animais obedecem a mesma regra, que relaciona a
taxa metabdlica e sua massa. Note que, apesar de que o coeficiente linear da reta (na escala log-
log) seja diferentes para classes diferentes de organismos, a inclinagao da reta, ou seja, o expoente
£ da lei de potencia, é sempre o mesmo, independente da escala. Os resultados experimentais e
estudos estatisticos prevem o coeficiente angular empirico fB.;, da lei halométrica entre energia
metabdlica e massa corporal como

3

Bea:p = Z (510)

E interessante observarmos que fBeqp < 1, 0 que leva a um comportamento sub-linear entre taxa
metabdlica e massa corporal.
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Figura 5.4: Taxa metabolica em funcao da massa corporal, abrangendo desde seres unicelulares
(10~ *2gramas) até os mamiferos (10~ %gramas). Observa-se uma lei de potencia (valida por 18
ordens de grandeza) do tipo B ~ M?, onde 3 ~ 3/4. Apesar de que o coeficiente linear da reta
(na escala log-log) seja diferentes para classes diferentes de organismos, a inclina¢ao da reta, ou
seja, o expoente [ da lei de potencia, é sempre o mesmo, independente da escala.

Podemos entao dizer que a energia metabdlica escala com a massa corporal do organismo pela

. . 3 s . . . . N
lei de potencia B oc Mi. Este valor empirico foi sugerido pela primeira vez por Kleiber (1932) e
foi justificado pelo modelo tedrico de West e colaboradores, o que serd o topico da proxima secao.

Os dados experimentais sugerem que os animais sao mais eficientes - em termos de aproveita-
mento de energia - do que prevé a geometria. Isso fica evidente quando olhamos para o grafico
da figura (5.5), que apresenta a taxa metabdlica em funcdo da massa para valores distintos de 3.
Dado um certo valor de massa, havera sempre maior produgao de energia quando 8 = 3/4 do que
quando 8 = 2/3 (curva da primeira estd sempre acima da segunda, como pode ser visualizado pela
figura).

Existem outras leis de potencia relacionadas com a massa do organismo. Podemos verificar que
essas leis se relacionam sempre com a massa a partir de um expoente multiplo de 1/4. Algumas
quantidades biolégicas, como veremos a seguir, segue uma lei de potencia do tipo

x o< M° (5.11)

onde = é uma certa quantidade bioldgica, M a massa do organismo e b o expoente da lei de
potencia, geralmente, como verificaremos, multiplo de 1/4.

PROCURAR OS DADOS EXPERIMENTAIS (ACHO QUE ESTAO NAS NOTAS DE AULA
DO WEST!!!)

Concluindo, a teoria de Rubner, embora ser perfeitamente coerente em termos de suas con-
sideragoes, nos leva a um resultado incompativel com os dados experimentais. E Isso é suficiente
para desacreditarmos nessa teoria. Precisamos entao de uma outra consideracao, uma outra teo-
ria que melhor descreva as evidencias empiricas. Na secao seguinte serd introduzido uma teoria
alternativa, que parte da ideia de redes de distribuicao fractal para as células que constituem o
organismo. Essa teoria foi desenvolvida por Geofrey West e seus colaboradores.
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Figura 5.5: Grafico da taxa metabolica em fungao da masssa corporal pela lei de potencia B ~
MP para 8 = 3/4 e 3 = 2/3. A curva de primeira 3 = 3/4 estd sempre acima da segunda
B = 2/3 (prevista pela geometria). Isto significa que os animais sdo mais eficientes - em termos
de aproveitamento de energia - do que prevé a geometria.

5.4 Modelo de Rede de Distribuicao Fractal

Geofrey West e seus colaboradores propuserao um modelo baseado na distribui¢ao sanguinea para
explicar o expoente feyp = 3/4. A teoria que eles propuseram parte de trés consideragoes (ou
hipéteses) bésicas:

1. Rede fractal de distribuicao de nutrientes para as células;
2. unidades terminais (e.g. células e capilares) nao variam com o tamanho dos organismos;
3. selecao natural e minimizacao da energia.

Antes de prosseguirmos, vamos analisar com mais cuidado essas hipdteses.

Rede Fractal de distribuigao

A rede de distribui¢do de nutrientes, ou seja, o sistema circulatério, apresenta padrao de rami-
ficagao fractal. Isso pode ser observado pela figura (5.6), que descreve o sistema circulatério hu-
mano e seu padrao fractal. O sistema circulatério preenche todo o volume do organismo, levando
nutrientes a cada uma de suas células.

Unidades Terminais Invariantes

Esta hipdtese considera que as grandezas relacionadas com a tltima ramificagao da rede de dis-
tribuicao (sistema circulatério), ou seja, os capilares, sao invariantes em relagdo & massa corpérea
do individuo. Essas grandezas invariantes sao, por exemplo, tamanho e massa de uma célula, com-
primento, area e volume dos capilares. Dessa forma, essas unidades terminais funcionam como
“tijolos” fundamentais na construcao do organismo. Eles ndo variam durante o crescimento do
organismo, nem sao reinventados de espécie para espécie.
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Figura 5.6: Sistema circulatério do ser humano e seu padrao fractal.
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PROCURAR RESULTADOS EXPERIMENTAIS PARA CORROBORAR ESTA HIPOTESE

Selecao Natural e Minimizagao do consumo de Energia

A selecao natural deve privilegiar uma rede de distribuigao que minimiza o desperdicio de energia.
Uma rede pouco eficiente no transporte de nutrientes deve ser eliminada por selecao natural.

5.4.1 Algumas consideragoes

Antes de analisar as consequéncias dessas trés hipdteses apresentadas, vamos colocar algumas
consideragoes ou suposicoes. Sao elas:

e Suposicao 1: a taxa metabdlica é proporcional ao volume total de sangue que passa pela
aorta;

e Suposicao 2: Volume total de sangue no organismo deve ser proporcional & massa desse
organismo.

A suposicao 1 parte da ideia que o sangue transporta a energia (em forma de nutrientes) para
as células. Dessa forma, a energia transportada pelo sangue e que vai ser levada as células deve
passar pela aorta. Como todos os nutrientes e oxigénio necessarios para os processos metabdlicos
sao carregados pelo sangue, essa suposicao decorre naturalmente.

A suposicao 2 vem de uma evidencia empirica (ver tabela (?7), além de decorrer também da
ideia de que se o volume do sangue é proporcional ao volume do organismo, e este escala com a
massa, entao a massa do organismo deve ser proporcional ao seu volume de sangue.

5.4.2 A rede de distribuicao

A rede de distribuicao de nutrientes (sistema circulatério) apresenta uma forma fractal de ram-
ificagdo, aproximadamente como descrito na figura (5.7). De uma forma bastante rudimentar,
vamos supor que essas ramificagoes possam ser representadas pelo modelo descrito na figura (5.8),
onde k é um indice que representa o nivel da ramificagao. Note que k = 0 é o nivel da aorta,
enquanto que k = K ¢é o nivel dos capilares, o que implica que a rede é formada por K + 1 niveis
de ramificagao. Cada um dos vasos sanguineos de um determinado nivel se ramifica em n vasos
menores. Por exemplo, na figura (5.8) temos n = 2. Ou seja, o ntmero de vasos de um nivel é,
neste caso particular, duas vezes maior que o nimero de vasos do nivel anterior. Por conveniéncia,
n serd considerado o mesmo em todos os niveis da rede. O nivel k possui Vi vasos. Esse nimero
pode ser determinado a partir do nivel anterior pela formula de recorréncia Ny41 = nNg, o que
implica, se Ny = 1, que

Ny = n". (5.12)

Dessa forma, o niumero de capilares N, desta rede, ou seja, o nimero de vasos no K-ésimo nivel,
sera

N, = Ng = nf. (5.13)

Vamos modelar também a forma de um vaso sanguineo tipico dessa rede. Para isso, suponha
que os vasos tenham uma forma cilindrica como o da figura (5.9). Esta figura representa um vaso
sanguineo do k-ésimo nivel, onde I é o comprimento do vaso, r; o seu raio, e ux é a velocidade
média do sangue (fluxo) dentro desse vaso. A distancia total de circulagdo do sangue ! pode ser
determinada pela somatoéria [ = Zszo li.

Assim como o nimero de vasos pode ser escrito por uma equacao de recorréncia, vamos supor
que o comprimento e o raio desses vasos também possam. Neste sentido temos

lk+1 = ’ylk, (514)
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Figura 5.7: Forma fractal de ramificagdo da rede de distribuicdo de nutrientes (sistema circu-
latério).
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Figura 5.8: Modelo bastante simples da forma fractal de ramificagao do sistema circulatério.
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Ix
Figura 5.9: Representacao de um vaso sanguinio do k-ésimo nivel por um cilindro.

Tht1l = N7k (5.15)

onde v e 1 sao os parametros que relacionam os niveis subsequentes. Note que v e n sao menores
que 1, pois os vasos de um dado nivel sdo sempre menores que os vasos do nivel anterior (Ix+1 < I
e rp+1 < 7). No entanto n > 1, pois o nimero de vasos de um nivel serd sempre maior que o do
nivel anterior (Njy1 > Ny).

Considere agora @ como sendo o volume de sangue dentro de um tubo de nivel k. Dessa
forma, Qr = AQx /At representa o fluxo de sangue fluindo dentro deste mesmo tubo em um
intervalo de tempo At. Este fluxo também pode ser escrito como

. volume de sangue  (77%) - (upAt)
= = . .1
Qr At At (5.16)

O primeiro termo em parenteses da parte direita dessa equacao é a drea da secao transversal desse
tubo. O segundo termo em parenteses é o comprimento [ desse mesmo tubo. A equagdo acima
conduz a

Qr = Triug. (5.17)
Como o volume do fluido é conservado (Qoy = N.Q.), deve valer a relagao

Qo = NiQr, (5.18)
0 que pode ser escrito em termos de quantidades do nivel capilar, ficando

QO = Nch = Ncﬂ-r?;uw (519)

onde Q., N, ., 7. € u. sao relativos aos capilares e portanto, invariantes de escala (pela hipdtese
2). Observagoes experimentais em mamiferos sugerem que Q). é o mesmo para todas as espécies.
Concluimos a partir da Eq. (5.19) que

Qo o N,. (5.20)

Ou seja, a hipdtese 2 implica que o fluxo de sangue na rede de distribuigao é linearmente propor-
cional ao nimero de capilares do organismo.
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x (sistema circulatério) b (previsto pela teoria) | b (observado)
Raio da Aorta () 3/8 =0.375 0.36
Prassao da Aorta 0 0.032
velocidade de sangue na Aorta (ug) 0 0.07
volume de sangue total (V}) 1 1.00
tempo de circulacao 1/4=10.25 0.25
distancia de circulagao (ZkK:o k) 1/4=10.25 nao disponivel
volume de injecao cardiaca 1 1.03
frequéncia cardiaca —1/4=-0.25 —0.25
saida cardiaca 3/4=0.75 0.74
numero de capilares (NN.) 3/4=0.75 nao disponivel
densidade de capilares —1/12 =-0.083 —0.095
afinidade de oxigénio no sangue —1/12 = —0.083 —0.089
raio de suplemento da célula 1/12 = 0.083 nao disponivel
raio do cilindro de Krogh 1/8 =0.125 ndo disponivel
resisténcia periférica —3/4=-0.75 —0.76
ntmero de Womersley 1/4=0.25 0.25
taxa metabdlica 3/4=0.75 0.74

Tabela 5.2: Tabela para sistema circulatério.

5.4.3 Analise a respeito do Nimero de Capilares

A taxa metabdlica dos organismos estd diretamente relacionada com o fluxo sanguineo (dada a
suposicao 1), isto é

B x Qo. (5.21)

Comparando com a Eq. (5.20) e pela lei halométrica (B o< M3/*) temos

N, o< M#. (5.22)

Ou seja, de acordo com as hipdtese e consideracoes dessa teoria, decorre que o ntimero de capilares
também obedece a uma lei halométrica com expoente 3/4. No entanto, essa previsao ainda nao
pode ser verificada experimentalmente. Sendo vélida esta teoria proposta, entdo estd errada a
ideia intuitiva de que o nimero de capilares é linearmente proporcional ao nimero de células (e
consequentemente & massa) do organismo.

Podemos conluir a partir destes resultados que o niimero de células alimentadas por um tnico
capilar deve aumentar de acordo com uma lei de potencia com a massa. Para entender isso, note
que se N, oc M3/*, enquanto que o numero total de células, digamos N, é diretamente proporcional
a massa, i.e. N o« M, entao o numero de células alimentadas por um unico capilar sera

N M 1
oo = MY (5.23)

Essa relagao pode ser visualizada pela figura (5.10). Este é um exemplo de eficiéncia aumentando
com a massa do organismo, pois quanto maior é o animal, mais células serao alimentadas por um
unico capilar. Isso pode ser verificado numericamente pela tabela ficticia (6.5) em que se mostra o
numero de células alimentadas por capilar de acordo com a massa em diversas ordens de grandeza
que seguem a relagao (5.23). Vemos por essa tabela que um organismo com 10 unidades de massa,
um capilar alimenta apenas 2 células. No entanto, um organismo com 10.000 unidades de massa,
um unico capilar alimenta cerca de 10 células. O organismo maior é mais eficiente do que um
organismo menor.

COLOCAR TABELA
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Numero de celulas alimentadas por capilar

va

M

Figura 5.10: Numero de células alimentadas por um tunico capilar em fungao da massa. Temos
aqui um decaimento com expoente 1/4. Quanto maior o animal, mais células serdo alimentadas
por um tnico capilar. Este é um exemplo de eficiéncia aumentando com a massa do organismo.

x (sistema respiratorio)

b (previsto pela teoria)

b (observado)

volume do pulmao 1 1.05
frequéncia respiratoria —-1/4=-0.25 —0.26
fluxo de volume para pulmao 3/4=0.75 0.80
pressao interpleural 0 0.004
didmetro da traqueia 3/8 =0.375 0.39
velocidade do ar na traquéia 0 0.02
volume tidal 1 1.041
energia dissipada 3/4=0.75 0.78
niimero de alveolus 3/4=0.75 nao disponivel
raio dos alveolus 1/12 = 0.083 0.13
area superficial dos alveolus 1/6 = 0.083 77777 nao disponivel
area superficial do pulméao 11/12 =0.92 0.95
capacidade difusa do oxigénio 1 0.99
resisténcia total das vias aéreas -3/4=-0.75 —0.70
taxa de consumo de oxigénio 3/4=0.75 0.76

Tabela 5.3: Tabela para sistema respiratorio.
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5.4.4 Volume de Servico de um capilar

A distribuicao de sangue pelos vasos e a disposicao das células nos capilares podem ser esquema-
tizadas (de forma estilizada) como o apresentado pelas figuras (5.11) e (5.12). Todas as c¢élulas do
organismo devem ser supridas pelos capilares. Assim, a rede se ramifica de forma que um grupo
de células seja suprida por um determinado capilar. Vamos chamar o volume no qual cada capilar
atua por volume de servigo. Dessa forma, esse volume pode ser escrito, por conveniéncia, como o
volume da esfera de raio [. que envolve o capilar, ou seja, 4/3m(l./2)3.

5.5 Volume Total de Sangue no Organismo

Vamos nesta secao tentar escrever o volume total de sangue V} no organismo em termos dos
parametros do modelo introduzido. Na verdade, vamos mostrar que

Vi = ()%, (5.24)

66



FABIANO L. RIBEIRO  INTRODUCAO A MODELAGEM DE SISTEMAS COMPLEXOS DFI-UFLA

Para mostrar essa relagao, considere Vi como o volume de sangue dentro de um tnico vaso
’ ’ . . K
sanguineo do nivel k o que implica V, = >, _; Ny Vj. Como Vj, = mrily e Ny, = n* (para Ny = 1),
temos

K
Vy = Wznkﬁ%lk. (5.25)
k=0

A razao n entre raios de niveis subsequentes pode ser escrita como 1 = r./rx_1, 0 que im-
)
plica rg_1 = re/n, Ti_2 = 7./n? e assim sucessivamente. Podemos entdo escrever a relacio de
recorréncia

. (5.26)

De forma andloga, temos para o comprimento do vaso no nivel k a forma

I =y~ E-R), (5.27)

Esta forma de escrever ry e [j é interessante pois os escrevem em termos de parametros invariantes
de escala (r. e I, respectivamente). Voltando & Eq. (5.33) temos

K
Vo = Vel 2Ky 75) Y nfpkat (5.28)
k=0

onde V, = mr?l. é o volume de um capilar e, portanto, invariante de escala. Podemos entdo
escrever

K
Vi o< (yn”) 75> (nP )k (5.29)
k=0
Aqui substituimos “=" por “o” pois abrimos maos das informacoes dos parametros invariantes
de escala (constantes).
A somatéria da Eq. acima é uma P.G. de termo inicial ag = 1 e razdo ¢ = nn?y. Sabendo que
a soma de uma P.G. finita é ag(1 — ¢® +1)/(1 — ¢), entdo

B 1— (7”72’7)[( +1
Vi o< (y?) K | ——— | . 5.30
o o) | (5.30)
Como n, 1 e sdo constantes (por definigdo) e independentes de escala, o termo do denominador

na equacgao acima pode ser omitido, ou seja, podemos escrever simplesmente
Vo (v0?) 75 [1 = (n?y) 1] (5.31)

K+1 K

Identificando N, = nf temos n =n"n = N.n, o que leva a

Vi o< (y7°) ™5 — Nen*y. (5.32)

Note que o segundo termo a direita da equagao acima possui apenas quantidades constantes ou
invariantes de escala e portanto podemos escrever

Vi o (y2) K (5.33)
demonstrando o que propomos no comeco desta segao.
Podemos calcular também o volume de sangue em termos do volume de sangue na aorta. Para
isso vamos usar a propriedade

7L = nkro, (5.34)
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I = ~lo, (5.35)
e
Vo = g, (5.36)
que nos leva a
K K
Ve = Z Ni(mrd)ly, = Vo Z(nnzfy)k. (5.37)
k=0 k=0

Resolvendo esta P.G., de forma andloga ao feito anteriormente, chegamos a

1- (nnzv)K“}

5.38
1—nn?y (5:38)

Vb:VO|:

que é o volume total de sangue no organismo em termos do volume de sangue na aorta.

5.6 Lei de escala entre Taxa Metabdlica e Massa Corporal

Agora estamos prontos para chegar na lei halométrica entre taxa metabdlica e a massa corporal.
Como fato experimental temos a lei de poténcia B ~ M? entre essas duas quantidades. Além
disso, temos também que o valor experimental para este expoente é Beyperimental = 3/4.

Gostariamos entao de determinar o valor teérico de 3 previsto a partir das trés hipoteses que
formam esta teoria (veja secdo (5.4)). Vimos que B ~ N, = n¥ e que, pela suposicio 2, temos
Vi, ~ M. Isso implica que n€ ~ M? ~ VbB. Portanto, pelo resultado (5.33), temos

n¥ ~ (yn?)PK, (5.39)
Extraindo o logaritmo dos dois lados dessa relacao chegamos a
Inn
In(yn?)”
Esse resultado nos diz que para determinarmos ( basta sabermos os valores das constantes n, =y

e n. Ou seja, o expoente da lei halométrica depende apenas das constantes das redes fractais que
formam o sistema circulatorio.

B = (5.40)

5.6.1 Conservacao do volume e da area

Vamos supor, por simplificacdo, que a ramificagdo da rede conserva o volume ocupado e a area
transversal de um nivel de vasos para outro, conforme figura (?7)

FALAR QUE A SELECAO NATURAL DEVE PREVILEGIAR ESTE CENARIO, POIS HA
UMA DIMINUIGAO DE PERDAS ENERGETICAS QUANDO ESTE E O CASO. FALAR SO-
BRE ONDAS DE PROPAGACAO ETC....

COLOCAR FIGURA DA CONSERVACAO DA AREA E DO VOLUME

Se hé conservacao do volume, entao vale

LNy =1} Nyt (5.41)

Inserindo v = lgy1/lx € n = Ni11/Ng na equacao (5.41) fica

y=n"3. (5.42)
Se ha conservagao da area, entao vale Ay = 24,41 e portanto
TR =TTy, (5.43)
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e consequentemente
nt=—. (5.44)

Introduzindo os resultados (5.44 e (5.42) na equagao (5.40) concluimos entao que 8 = 3/4, em
concordancia com os resultados experimentais.

5.7 Conclusao

asasasasasa S asSa Sa SasS
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Capitulo 6

Crescimento Animal

Vamos nesse capitulo construir um modelo para o crescimento animal (massa em fungao do tempo)
baseado em duas propriedades fisica e biologica. A primeira propriedade, diz respeito ao principio
de conservacao da energia. A segunda, diz respeito a propriedade de que a taxa metabolica de
um organismo escala com a sia massa por uma lei de potencia de expoente § = 3/4 (resultado
experimental).

Para construirmos uma equacao da dinamica da massa do organismo em funcao do tempo,
consideremos inicialmente que a energia total metabolizada por um organismo pode ser usada ou
para manter as células ji existentes ou para criar celulas novas (crescimento). Dessa forma, pelo
principio da conservacao da energia temos

Energia total Metabolizada = Manutencao + crescimento. (6.1)

Uma vez que a energia utilizada para manutencao pode ser interpretada como a energia consumida
por cada celula vezes o numero de celulas e que a energia gasta no crescimento pode ser entendida
como a energia para se criar uma nova celula vezes o numero de celulas criadas, entao a equagao
acima pode ser reescrita como

Introduzindo algumas variaveis, tais como:

e taxa metabolica B, que é a energia total usada pelo organismo em um dado intervalo de
tempo Jt para realizar as suas necessidades vitais;

e taxa metabolica celular B., que a taxa metabolica de uma unica celula do organismo, ou seja,
a energia total utilizada por uma unica celula num intervalo de tempo d¢t. Se o organismo
possui N células, entao B = N B,;

e massa celulas m., que é a massa de uma tnica celula que constitui o organismo.

e massa do orgamismo m, que é a massa total do organismo, ou seja m = Nmy;

e energia de criagcao F., que a energia gasta para se criar uma nova celula do organismo.
Utilizando essas definigoes junto ao raciocinio da equagao??? podemos contruir a EDO

d
B :NBC+EC%N. (6.2)
Usando agora a relacio de escala B = ByM”, onde 3 = %, e o fato de que N = m/m,, podemos
reescrever esta equacao diferencial acima em termos da massa do organismo, o que nos leva a

—m =am”® —bm

dt ’

a= (B%m) (6.4)
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Figura 6.2: Graficos experimentais e ajuste com a Eq. 77 para animais de vérias ordens de
grandeza. O ajuste fit do modelo aos dados empiricos é bastante coerente.

S8
Il

(6.5)

SIS

A Eq. (6.3) tem como solucao

1

m(t) = |3+ (my 7 = )t 77 (6.6)

onde mg ¢ a massa inicial do organismo.
Os graficos apresentados na figura abaixo mostram o bom casamento entre a solucao acima e
dados experimentais de crescimento animal de varias especies de diferentes escalas de tamanhos.
Como 8 = 3/4 < 1, o argumento do exponencial em (6.6) é negativo, e portanto o termo
exponencial vai para zero em t > 1. A massa do organismo deve entao convergir para

mt>1)=M = (Z)fﬁ (6.7)
ou seja
- Bomc 4
- (%) o

onde M é a massa de maturidade do organismo. Note que se a energia metabolica escalasse na
mesma forma que a massa, ou seja se § = 1, entao a solucdo ??? ficaria m(t)sine(®=t. Ou seja,
se assim fosse, o organismo continuaria a crescer (exponencialmente) indefinidamente.
Experimentos mostram que m, é um invariante de escala, ou seja seu valor idepende da especie.
Isso acontece pois esta quantidade depende apenas de propriedades celulares. O para By tambem
é uma constante. Dessa forma, a massa de maturidade do organismo depende apenas da energia
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e St A

M

Figura 6.3: COLOCAR FIGURA!!

metabolica de suas celulas, i.e. B.. Ou melhor, é a B, quem dita o tamanho final da espécie. Note
que

(6.9)

e portanto

B, = BoM ™1, (6.10)

ou seja, a taxa metabolica per capita decresce com a massa do organismo, como pode ser visual-
izada na figura abaixo. Dessa forma, animais menores (e.g. o rato) gastam muito mais energia
por celula que animais maiores (e.g. elefante). Dessa forma, é mais eficiente, energeticamente, ser
grande!

6.0.1 Discugao sobre os parametros a e b

Os parametros a e b, dados pelas relagoes 77 e 77, respectivamente, possuim propriedades bastante
distintas. Por exemplo, o parametro b = B./E. depende diretamente de B.. Como essa quantidade
varia de acordo com a especie, entao o parametro b também deve variar com a especie.

No entanto o parametro a s6 depende de quantidades invariantes de escala e, portanto, este
também serd um invariante. De acordo com os dados experimentais, temos By = 1,9.1072 watts;
me ~ 3.10%g; e B, ~ 2,1.107°J. Isso nos leva a

0,2348" (6.11)
a =, TN .
dia
0 que estd em 6tima concordancia com os dados experimentais, conforme descrito na tabela
abaixo.

T
Animal a( gTza )
coelho 0,35
rato 0,23
vaca 0,27
mamiferos em 0,3
geral

6.1 Lei universal de Crescimento

A solucao geral do modelo, dado pela Eq. 77, pode ser manipulada algebricamente, de modo a
ficar
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I O S e (6.12)
Usando = 3/4, a equagao acima ficar
(ﬂ)% —1-e" (6.13)
M
onde
mo 3 at
7= —log [1 - (ﬁ) ] t T (6.14)

é uma especie de tempo rescalado. O grafico da expressao 7?7 feita com os dados experimentais
de vérias espécies revela-se ser um comportamento universal, dado o perfeito colapso dos dados.
Além disso, pode-se mostrar usando as defini¢oes introduzidas ao longo desse capitulo que a Eq.
7?7 nada mais é que a razao entre a energia usada pela manutencao do organismo e a energia
metabolizada. Ou seja

( m ) i Energia de Manutencio

A I 1
M Energia Metabolica Total (6.15)

6.2 tumor

(0]
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Capitulo 7

Sociofisica: Modelando Sistemas Sociais

7.1 O Modelo de Axelrod para Difusao Cultural

Quando as pessoas interagem, elas tendem a ficar mais parecidas em suas crengas, atitudes e
comportamentos;

As pessoas estao interagindo constantemente, mas entao porque as diferencas persistem?

O Modelo de Axelrod para Difusao Cultural :

Principio 1 (Interagao): Interacdo acontece mais frequentemente entre pessoas similares. Ex.:
“Pagodeiro atrai Pagodeiro”;

Principio 2 (Influencia social): Quando dois individuos interagem, mais similares eles ficam.
Mas eles se tornam mais dissimilares aos outros.

conclusao do modelo: Combinagéao entre i) Interagao e ii) Influencia Social produz e sustenta
a diversidade cultural

7.2 Usando Modelo de Axelroad para descricao de midias
de massa

Questoes sobre Midia de Massa

1) O que mais te influencia? (Por exemplo, Apple ou Samsung?) - Amigos; ou - TV, Jornais
e Internet.

2) Voceé ¢é influencidvel por mensagens de Media?

3) O que vocé ser mais eficiente em produzir homogeneidade cultural? - Media de massa local
(e.g., Jornal de lavras); - Media de massa global (e.g. Rede Globo).

Proposta:

Identificacdo de mecanismos e formas de midia de massa;

Como estes mecanismos controlam processos de dindmica cultural entre agentes?

Conclusao do modelo: O Poder de ser Sutil e Local!

7.3 Dinamica de Opinioes

7.4 O Jogo dos Nomes

7
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Axelrod’s agents based model

: interaction

| _ ( O 4 F = #Features
| /,....--—-— agenti/ ¢
9 — O ;» g = # Traits per
sagent i’s neighbors
__,_T_q . feature
T .
| ko-.iF ) aife{oa =Q']}
=3 q=10 g* (10%) equivalent cultural options.
& 0 BT ) Mechanism of 4 g )
local convergence: ‘
0 9 Prob to interact = 0
7 7 Common features _ 1 T
= = F 3 b e

Figura 7.1: sdsdsd dsdsd.
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Axelrod’s Dynamics

System freezes in

t=0—> i
;”uﬁ?fﬁj';z':fﬂ - ttp-//www.imedea.uib.es/PhysDept/
research_topics/socio/culture.html

» The model illustrates how local convergence can generate global
polarization.

* Number of domains taken as a measure of cultural diversity

» Uniform state always prevails without similarity rule (eaneay 1998)

Figura 7.2: sdsdsd dsdsd.
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Polarization-Globalization transition in Axelrod’s model

Order parameters: a)S

b) g = <Ng>/N, N, = # cultural groups

. Size of the largest homogeneous domain

02y

7

Global culture

S )
TR 1 g—0

g< ¢.: Monocultural |

B <Sn>/N

® g
F=5, N=40"

[ ]
oo ® L T a—
0/' 30 40
q

2
q.

Castellano, Marsili, Vespignani, Phys. Rev. Lett. 85, 3536 (2000).

¢*> ¢.: Multicultural
Cultural diversity
Global polarization

(SE‘)_’O g~*1

Klemm, Eguiluz, Toral, San Miguel, Phys. Rev. E 67, 045101R (2003); Physica A 327, 1 (2003)

Figura 7.3: sdsdsd dsdsd.
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Modelling Mass Media

Mass Media message or field: M = (‘u,,,uz,..., /.zf,...,pp) He € 0,....g—1}

External media: M
(Big brother) R
Ly given B Propaganda or advertising
f ik

- Uniform for all agents i
- Fixed for all times

Endogenous media:

Global media (4th democratic power) Local media
Broadcast: Feedback of dominant Narrowcast: Feedback of dominant
global cultural trend local cultural trend
U, =0, most
Bie—1 sy ¥ i
Hy i abundant in
abundant in system neighborhood
il 1 §

- Uniform b - Non-uniform

-Time dependent M - Time dependent

Figura 7.4: sdsdsd dsdsd.

81



FABIANO L. RIBEIRO  INTRODUCAO A MODELAGEM DE SISTEMAS COMPLEXOS DFI-UFLA

Dynamics of interaction with mass media field

Agenti: C, = (G'}.I,O'r.z,...,O'q.,...,O'”_,) +«—— Mass media: M = (pl,pz,...,pf,...,pp)

Parameter B e [0, 1] probability that M acts on element i in one
time step: "strength” of mass media

1- B . probability to interact with j selected at random among nearest
neigbors of i. = M acts as a 5" effective neighbor of i.

B mass media strength 1) If M acts on agent i, the probability
of interaction p,, is proportional to
the cultural overlap between i and M

With probability B, M acts on i

bl ""-.._.:;?m" 2) Agent-Mass Media interaction
it results in agent i adopting a cultural

X Message M feature of M
agent i Y i

Figura 7.5: sdsdsd dsdsd.

Asymptotic states for external mass media
B=0 B=0.005

]
M— N l
|

Figura 7.6: sdsdsd dsdsd.
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Dynarmics of cultural homogenization for weak (B=0.0005) mass media:
Global External

Figura 7.7: sdsdsd dsdsd.
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