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LEI UNIVERSAL DE CRESCIMENTO

Lavras
Minas Gerais- Brasil

2013



KAYO NASCIMENTO RIBEIRO

Orientador: Professor Dr. Fabiano Lemes Ribeiro

LEI UNIVERSAL DE CRESCIMENTO
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RESUMO

Este projeto de pesquisa tem como objetivo entender os efeitos das
propriedades microscópicas e comportamentos emergentes em sistemas com-
postos por muitos componentes (por exemplo, uma população de indiv́ıduos
ou agentes). Como ponto de partida, propomos o estudo da dinâmica de
células interagentes por meio de modelos de crescimento populacional.

Vamos estudar modelos computacionais dos quais emergem uma
estrutura fractal. Modelos de crescimento populacional tem se mostrado
importante no entendimento de problemas relacionados ao crescimento de
células cancerosas, controle de crescimento populacional, entre outros.

Palavras Chaves: Sistemas Composto por muitos componentes, Mode-
los Computacionais, Modelos de Crescimento Populacional.



1 MOTIVAÇÃO E JUSTIFICATIVA

Este projeto tem como objetivo entender como as interações indi-
viduais - ou microscópicas – entre os indiv́ıduos (ou agentes) que compõem
uma população, dão origem a comportamentos coletivos - ou macroscópicos
- emergentes dessas interações. Esse tipo de sistema faz parte de uma área
do conhecimento conhecida por Sistemas Complexos. Estamos interessa-
dos na formulação de modelos matemático/computacionais que descrevam
detalhes particulares dos indiv́ıduos e que levem a emergência de compor-
tamentos coletivos.

A ferramenta natural para esse tipo de investigação são os chamados
Modelos Baseados em Agentes (MBA) [1]. Esses modelos simulam sistemas
populacionais, representando cada membro da população por agentes/in-
div́ıduos que possuem caracteŕısticas próprias. O objetivo desse tipo de
modelagem é tornar mais realista as simulações de populações naturais.

2 PLANO DE TRABALHO DE PESQUISA

As atividades para o desenvolvimento do projeto devem ser rea-
lizadas, conforme descrito abaixo.

• Primeiro Ano de Trabalho:

1. Estudo dos problemas em questão e inspiração para a elaboração
dos modelos computacionais;

2. Implementação de modelos computacionais (baseado em agentes)
para estudo dos tópicos de pesquisa;

3. Análise dos primeiros dados gerados pelos modelos e possibili-
dade das primeiras publicações em revistas especializadas;

• Segundo Ano de Trabalho:

1. Tratamento teórico dos modelos propostos; tentativa de predição
de fases acesśıveis aos sistemas; comparação de resultados teóricos
com as simulações computacionais;

2. Redação da dissertação;

3. Realização de trabalhos remanescentes do projeto de pesquisa;
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3 REFERENCIAL TEÓRICO

Sistema Complexo (SC) é aquele formado por um número grande
de entidades automatas – os agentes - que interagem entre si dando origem
a um comportamento coletivo complexo e bastante diferente do comporta-
mento individual de suas unidades. Uma caracteŕıstica fundamental desses
sistemas é que o comportamento emergente não é proveniente de um con-
trolador central [1]: o macrocomportamento emergente acontece como con-
sequência direta e única das interações microscópicas. Exemplos de sistemas
complexos são comuns em f́ısica, biologia e sócio-economia, uma vez que
esses cenários são formados por um ensemble de part́ıculas, indiv́ıduos ou
agentes, respectivamente. Em biologia, sociedades extremamente organi-
zadas como a dos insetos sociais ou as distribuições fractais de colônias de
bactérias podem emergir a partir das interações de seus indiv́ıduos [1, 2].
Em sócio-economia, a interação dos seus agentes constituintes dá origem a
dinâmicas complexas, exibindo efeitos de cooperação auto-organizada, es-
truturas sociais, crashes, etc. [5, 3, 6].

Existe um repertório relativamente vasto de técnicas anaĺıticas que
permitem o cálculo de propriedades macroscópicas de modelos microscópicos
simples para a descrição de sistemas complexos.

Como exemplo dessas técnicas podemos citar as aproximações de
campo médio [14, 15, 16, 17]. No entanto, esse tipo de aproximação leva a
homogeneidade entre os agentes, o que tem se mostrado insuficiente para
a descrição adequada das evidências emṕıricas de sistemas que dependem
fortemente da heterogeneidade dessas entidades automatas. Há então uma
necessidade crescente de modelos com padrões mais complexos de interação,
como é o caso dos modelos de autômatos celulares [19] e de redes complexas
[1]. Esses modelos, que recebem o nome de modelos baseados em agentes,
usam simulações computacionais para a representação e analise de sistemas
complexos. Mais especificamente, são simuladas (usando técnicas de Monte
Carlo, por exemplo) tanto a distribuição espacial dos agentes - que con-
stituem uma população - quanto as interação entre eles. Geralmente essas
interações são feitas a partir de regras simples. As simulações são feitas com
o objetivo de se observar o resultado coletivo do modelo proposto para o
sistema complexo que se queira analisar.

Um ponto de partida para o estudo de sistemas complexos seria o
comportamento emergente de estruturas fractais no crescimento de células.
Esse tipo de estudo se mostra de grande importância, uma vez que células
cancerosas apresentam uma dinâmica com esse tipo de caracteŕıstica [25,
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26, 34].

Modelos de Crescimento Populacional

Modelos de crescimento populacional tem se mostrado importantes
na descrição e previsão de um grande numero de processos em diversas áreas
do conhecimento, como f́ısica, qúımica, demografia, economia, ecologia, epi-
demiologia, entre outras disciplinas. Esses modelos são constrúıdos na ten-
tativa de prever o tamanho n(t) de uma população num dado momento t
a partir do tamanho inicial n0 ≡ n(t = 0) dessa população. Nos últimos
anos tem-se focado na tentativa de generalização desses modelos com o ob-
jetivo de unificar as variáveis emṕıricas relevantes [20, 21]. Os parâmetros
mais importantes presentes nesses modelos são a taxa de crescimento k e
a capacidade de carregamento K = n(t → ∞) (tamanho da população no
equiĺıbrio). A tentativa de generalização destes modelos tem inserido outras
constantes e parâmetros aos modelos no sentido de torná-los (os modelos)
mais completos e com melhores ajustes aos dados experimentais.

Um fato importante, o qual merece um certo questionamento, é que
a grande maioria dos modelos presentes na literatura lida com parâmetros
puramente macroscópicos, inseridos aos modelos com a intenção de ajustar
aos dados experimentais. Dessa forma, esses modelos desprezam as relações
microscópicas presente nos indiv́ıduos que constituem a população [26]. Por
exemplo, o modelo de Gompertz, que será descrito com mais detalhes logo
a seguir, foi constrúıdo puramente para ajustar-se aos dados experimen-
tais da população humana. É claro que esse tipo de abordagem é bastante
útil pois: i) elimina uma grande quantidade de variáveis não relevantes que
complicariam a descrição do sistema; ii) considera apenas algumas poucas
grandezas relevantes e fáceis de serem medidas. No entanto, uma abordagem
microscópica e um consequente comportamento macroscópico emergente, se
mostram de grande valia para um entendimento mais robusto de uma pop-
ulação.

Essencialmente, modelos de crescimento obedecem a descrição

d

dt
n(t) = n(t)F (n), (1)

que significa que a variação do tamanho da população num dado momento
t depende diretamente do número atual de indiv́ıduos n(t) ponderado pelo
termo F (n), chamado de função de saturação induzida. Essa função é o que
caracteriza o modelo. Utilizando a derivada d

dt ln = 1
n
d
dt e a equação (1), o

crescimento populacional pode ser descrito por,
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d

dt
ln = F (n). (2)

Como exemplos de modelos de crescimento podemos citar:

• Modelo de Malthus: F (n) = k. Esse modelo considera recursos ilim-
itados, o que proporciona um crescimento exponencial da população.
A solução desse modelo é:

n(t) = n0e
kt; (3)

• Modelo de Verhulst: F (n) = k(1−n/k). Este modelo possui um termo
de saturação que representa a escassez de recursos do ambiente. Ele
também é conhecido como modelo loǵıstico pois sua forma discreta
conduz ao modelo do mapa loǵıstico [31]. A solução desse modelo é

n(t) =
K

1−
(

1− K
n0

)
e−kt

(4)

O modelo de Malthus é um caso particular do modelo de Verhulst, o
qual é recuperado quando a quantidade de recursos do ambiente é infinita:
K →∞;

• Modelo de Gompertz: F (n) = −k ln(n/k). Este modelo foi proposto
inicialmente para descrever taxas de mortalidades em populações hu-
manas, embora também descreva a dinâmica populacional de outros
sistemas biológicos. A solução desse modelo é:

n(t) = Ke
ln

(
k
n0

)
e−kt

; (5)

• Modelo de Richards:

F (n) = k
1−

(
n
K

)q̃
q̃

, (6)

onde q̃ é um parâmetro do modelo. Esse modelo representa um passo impor-
tante na construção de modelos unificados. Ele foi proposto originalmente
em [27] e tem como casos particulares: i) o modelo de Verhulst, quando
q̃ = 1; e ii) o modelo de Gompertz, quando q̃ = 0 [29, 28].
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Funções Generalizadas

Nos últimos anos, o grupo de Modelagem Computacional de Sis-
temas Complexos da FFCLRP-USP, estabeleceu uma linha de investigação
de modelos unificados a partir das chamadas funções generalizadas ou q̃-
funções [20, 22]. Dentre essas funções, podemos citar a generalização da
função logaritmo, ou função q̃-logaritmo; e a função exponencial general-
izada, ou função q̃-exponencial. Essas funções têm se mostrado importantes
pois permitem um fácil manuseio algébrico de expressões, bem como recu-
perar casos particulares [23].

A função q̃-logaritmo é definida como,

lnq̃(x) =

∫ x

1

dt

t1−q̃
= lim

q̃′→q̃

xq̃
′
− 1

q̃′
(7)

que nada mais é que uma generalização, através da introdução do parâmetro
q̃, da função logaritmo natural. Esta função, definida como o valor da área
abaixo da curva da hipérbole não simétrica fq̃(t) = 1/t1−q̃ no intervalo t ∈
[1, x], recupera a função logaritmo no limite q̃ → 01:

lim
q̃→0

lnq̃(x) = ln(x). (8)

A função inversa da q̃-logaritmo é a q̃-exponencial,

eq̃(x) =

{
limq̃′→q̃(1 + q̃

′
x)

1

q̃
′
, se q̃x > −1;

0, de outra forma.
(9)

Para q̃ = 0, recupera-se a função exponencial: e0(x) = ex.

Modelo Generalizado para Crescimento Populacional

O estudo dessas funções generalizadas tem sido motivadas principal-
mente pelo fato que o modelo de Richards pode ser reescrito em termos da
função q̃-logaritmo. O modelo de Richards (6) pode ser re-escrito em termos
da função q̃-logaritmo introduzida em (7) pela forma

F (n) = −k lnq̃

(n
q

)
. (10)

A reescrita do Modelo de Richards em termos das q̃-funções possi-
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bilita uma melhor descrição desse modelo. Por exemplo, a solução anaĺıtica
pode ser escrita de uma forma bastante compacta e facilmente manipulável,
dada por

n(t) =
K

eq̃

(
lnq̃

(
K
n0

)
e−kt

) . (11)

A solução desse modelo com funções generalizadas foi estudada e
publicada em [23].

Modelo Microscópico

Como hav́ıamos ressaltado no ińıcio, estamos interessados em en-
tender como as interações microscópicas dos indiv́ıduos afetam a dinâmica
populacional. O primeiro passo em direção a esse entendimento foi obtido
a partir de um modelo microscópico para a o crescimento de células apre-
sentado por Mombach e outros em [18]. Nesse modelo, foi posśıvel observar
consequências macroscópicas das interações dos microcomponentes e ainda
conseguir uma interpretação f́ısica para o parâmetro q̃. Vamos nessa seção
discutir um pouco a respeito desse modelo.

Considere que a taxa de replicação de uma célula é regulada por uma
competição entre continuar a se auto-replicar e as interações inibitórias das
células vizinhas, que são modeladas por um termo dependente da distância.
A taxa de replicação das células obedece:

[Taxa de Replicação] = [est́ımulo em auto-replicar-se] - [inibição das
células vizinhas].

Baseado nessa idéia pode-se dizer que a atualização da população celular
deve obedecer a regra

n(t+ ∆t) = n(t) + ∆t

n∑
i=1

Ri, (12)

onde

Ri = Gi − J
∑
j 6=i

1

|ri − rj |γ
, (13)

é a taxa de replicação da i-ésima célula. A grandeza Gi é o est́ımulo da
célula i em auto-replicar-se. O segundo termo do lado direito de (13) nos
dá a inibição sofrida por i decorrente da presença das demais células. A
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intensidade da inibição é dependente da distância |ri–rj | entre o par ij,
com intensidade J é modulada pelo fator γ. Tomando o limite ∆t→ 0 em
(12) chega-se ao modelo microscópico

d

dt
n(t) =

n∑
i=1

[
Gi − J

∑
j 6=i

1

|ri − rj |γ

]
. (14)

Mombach e outros, usando premissas de que a população celular
possui uma estrutura caracterizada pela dimensão fractal Df , mostraram
que o modelo microscópico (14) pode ser reescrito em termos apenas de
variáveis macroscópicas. A definição de dimensão fractal está apresentada
no apêndice (A). Seguindo as manipulações algébricas desenvolvidas em [18],
conclui-se que o modelo (14) pode ser re-escrito na forma

d

dt
lnn = 〈G〉+

ωJ

Df

(
1− γ

Df

) − ( ω

Df

) γ
Df J(

1− γ
Df

)n1− γ
Df , (15)

onde 〈G〉 =
∑n

i Gi/n é o valor médio do est́ımulo das células em auto
replica-se, e ω é uma constante relacionada à geometria. O resultado acima
se mostra importante no sentido de que ele apresenta apenas grandezas
macroscópicas, embora tenha sido obtido unicamente por premissas mi-
croscópicas. Em outras palavras, o comportamento global emerge das in-
terações locais entre as células que constituem a população.

Para completar, Mombach e outros identificaram o resultado (15)
com o modelo de Richards. Dessa forma, pode-se trabalhar a dinâmica
populacional celular em termos do modelo (10) e consequentemente pelo
formalismo das q̃-funções, o que será discutido a seguir.

Nova abordagem do modelo de Mombach e Outros

Para uma manipulação algébrica mais conveniente, propomos nesse
projeto de pesquisa usar o formalismo desenvolvido pelo grupo de Ribeirão
Preto [20, 21, 23] para lidar com a dinâmica populacional por meio das q̃-
funções. Nesse sentido, podemos reescrever o resultado (15) em termos do
modelo de Richards,

d

dt
lnn = −k lnq̃

(
n

K

)
. (16)

As equações (15) e (16) representam exatamente o mesmo modelo.
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No entanto, a segunda apresenta-se mais compacta, o que facilita a inter-
pretação das grandezas envolvidas. Por exemplo, o parâmetro q̃ ganha uma
interpretação f́ısica relacionada ao alcance das interações entre as células
(dado pelo parâmetro γ) e a dimensão fractal, pela forma:

q̃ = 1− γ

Df
. (17)

Continuando a comparação entre (16) e (15), juntamente com (7), a
taxa de crescimento deve ser:

k = q̃〈G〉+
ωJ

Df
, (18)

e o tamanho da população no equiĺıbrio será:

K =

(
q̃〈G〉+ ωJ

Df(
ω
Df

) γ
Df J

) 1
q

. (19)

i) Casos Limites
Como vimos na seção anterior, o modelo de Richards é um modelo
generalizado que tem como casos particulares o modelo de Gompertz
e o modelo de Verhulst.

i.1) γ = 0⇔ q̃ = 1
Quando a dinâmica acontece com um fator de interação γ = 0, o que
significa que todas as células interagem da mesma forma, não
importando quão distantes duas células estão entre si, temos uma
dinâmica dada pelo modelo de Verhulst. De acordo com (17), temos
nesse caso q̃ = 1. Dessa forma, o modelo de Verhulst pode ser
interpretado como uma aproximação de campo médio para a
dinâmica populacional. Para esse caso limite, a partir de (7), o
modelo (16) ganha a forma,

d

dt
lnn = −k

(
n

K
− 1

)
. (20)

Além disso, de (18) e (19) temos

k = 〈G〉+
ωJ

Df
(21)
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e

K =
〈G〉
J

+
ω

Df
, (22)

respectivamente.

i.2) γ = Df ⇔ q̃ = 0
O modelo de Gompertz emerge quando o parâmetro de interação
escala com a dimensão fractal da população. Nesse caso γ ≈ Df o
que implica q̃ → 0. Tomando esse limite em (16), (18) e (19), e por
meio das propriedades das q̃-funções, chega-se a,

d

dt
lnn = −k ln

(
n

K

)
, (23)

que é o modelo de Gompertz com a taxa de crescimento dada por:

k =
ωJ

Df
, (24)

e a capacidade de carregamento,

K =
ω

Df
e
Df 〈G〉
Jω . (25)

4 METODOLOGIA

O modelo de Mombach e outros foi importante pois relacionou as
variáveis macroscópicas de modelos de dinâmica populacional com variáveis
microscópicas relacionadas à interação celular.

Esse modelo, no entanto, carece de uma estudo mais sólido, prin-
cipalmente no que diz respeito à estrutura fractal da qual o modelo exige
para a dinâmica. Mombach e outros mostraram que a estrutura (fractal) -
a qual os indiv́ıduos estão inseridos - afeta o crescimento da população. No
entanto ainda não está respondido de que forma o crescimento populacional
afeta essa estrutura. A estrutura não está pronta a priori, ela é um produto
da própria dinâmica populacional, e isso ainda não foi bem explorado.

Para responder essas questões, propomos a implementação da re-
gra (13) num modelo baseado em agentes. Essa implementação possibili-
tará simular e observar como uma regra local afeta a dinâmica do sistema
como um todo. Nessa simulação seria posśıvel, por exemplo, observar uma
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posśıvel estrutura fractal sendo criada como consequência da dinâmica de
nascimento e morte dos indiv́ıduos.

Lista-se aqui algumas questões que gostaŕıamos de responder:

• Como o valor da dimensão fractal muda com o crescimento da pop-
ulação?

• Dadas as regras locais de interação, a população cresceria estabele-
cendo um valor estacionário para a dimensão fractal?

• Uma vez atingido esse valor estacionário, o resultado (15) poderia
prever o tamanho da população num dado momento futuro?

4.1 Modelo Baseado em Agentes

Em um Modelo Baseado em Agentes, os agentes - células ou in-
div́ıduos - que constituem uma população, estão dispostos numa rede. Esse
tipo de método é adequado para simular populações cujos componentes pos-
suem caracteŕısticas distintas e individuais. Os agentes são representados
explicitamente e carregam tantas informações quantas forem convenientes
para o interesse do modelador. Cada agente, dentro de uma simulação, pos-
sui sua própria história de interações com o ambiente e com os outros agentes
da população. O objetivo desse tipo de abordagem é capturar as interações
locais que eventualmente são perdidas quando tratamos as populações por
modelos tipo campo médio, como é o caso dos modelo apresentados na seção
anterior.

O modelo

Considere que os indiv́ıduos estejam dispostos em uma rede quadrada
de tamanho L2. Cada śıtio dessa rede pode ou não estar ocupado por
um indiv́ıduo. Vamos representar o i-ésimo śıtio dessa rede pela variável
σi = 0, 1, onde i = 1, . . . , L2. A variável σi(t) = 1 significa presença de
um indiv́ıduo no instante t; enquanto que σi(t) = 0 significa que o sitio
está vazio no instante t. O tamanho da população no instante t pode ser
facilmente computado por:

n(t) =

L2∑
i=1

σi(t). (26)

A cada instante t, todos os indiv́ıduos são anualizados de forma a
determinar o número de filhos que cada um deles irá gerar. Caso exista um
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indiv́ıduo no śıtio i, ou seja σi(t) = 1, o número de filhos desse indiv́ıduo
será:

Ri = Gi − J
∑
j 6=i

1

|ri − rj |γ
, (27)

de acordo com a idéia (13). Caso Ri < 0, o que significa que a inibição prove-
niente dos vizinhos é maior que a capacidade intŕınseca desse indiv́ıduo em
se reproduzir, então esse indiv́ıduo morre: σi(t+1) = 0. Caso Ri > 0, então
Ri novos indiv́ıduos serão introduzidos na rede. A localização desses novos
indiv́ıduos pode ser feita por pelo menos duas formas: 1) introduzindo-
os aleatoriamente na rede; ou 2) introduzindo-os na vizinhança da célula
mãe. A capacidade de auto-replicação Gi do i-ésimo indiv́ıduo pode ser: 1)
idêntico para todos os indiv́ıduos da população; ou 2) gerado a partir de
uma distribuição.

O valor dos parâmetros que vão estabelecer o número de descen-
dentes ({Gi}i, γ e J), somada a forma com que as novas células serão espal-
hadas pela rede, determinam a estrutura fractal com que a população vai
se dispondo pela rede. Será bastante conveniente investigar de que forma
o valor da dimensão fractal dessa estrutura se relaciona com as diferentes
escolhas das regras de interação local.

4.2 Determinando a Dimensão Fractal

Pode-se determinar a dimensão fractal de um rede composta por
śıtios vazios e ocupados a partir da forte evidência de uma lei de potência
entre o número n de śıtios ocupados e o tamanho do espaço que contém esses
śıtios - caracterizado pelo raio r [34]. Em outras palavras, vale a relação
n ∼ rDf , onde Df é a dimensão fractal da estrutura (veja apêndice (A)).

A determinação da dimensão fractal será feita de acordo com o
seguinte algoritmo (tipo Monte Carlo):

1. Sorteia-se um sitio da rede;

2. A partir desse ponto conta-se o número de śıtios ocupados n(r) dentro
de um quadrado de área r2 centrado nesse ponto;

3. Dobra-se o valor de r e conta-se o número de śıtios ocupados dentro
dessa área maior;

4. Repete-se o processo até ser posśıvel verificar a dependência de n com
r;
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5. Sorteia-se outro ponto da rede e repete-se todo o processo.

6. Com os valores encontrados para o par (n, r) será constrúıdo o gráfico
de ln(n) em função de ln(r). O coeficiente angular da reta formada
será o valor medido de Df .

Uma melhor estimativa de Df será obtida com um número grande de
repetições da evolução do sistema. Com esse cálculo, será posśıvel verificar
se a previsão (15) e o modelo baseado em agentes proposto na seção (4.1)
são equivalentes na descrição do crescimento populacional. Será posśıvel
estabelecer relações e interpretações entre a dinâmica de um sistema regido
por regras locais e as aproximações de campo médio.
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APÊNDICE

A) Objetos Fractais
A geometria fractal foi desenvolvida por Mandelbrot e outros [35] para
descrever objetos com formas que não podem ser descritos pela geome-
tria Euclidiana. Este é o caso, por exemplo, de objetos ramificados
ou rugosos. Uma grandeza que caracteriza esses objetos é a dimensão
Df .
Antes de definirmos com mais precisão essa grandeza, vamos revisar
algumas idéias da geometria Euclidiana.
Considere um objeto circular ou esférico com massa m e raio r. Caso
o raio desse objeto seja dobrado, i.e. raio vai de r para 2r, a massa
desse objeto aumenta por um fator:

• 22 se o objeto é um circulo (espaço de 2 dimensões euclidianas);

• 23 se o objeto é uma esfera (espaço de 3 dimensões euclidianas).
Podemos então expressar a dependência da massa com o seu tamanho,
pela forma:

m(r) = rDf ; (28)

onde Df é a dimensão do objeto. Dessa forma, a relação (28) nos dá
uma forma prática de se determinar a dimensão do objeto.
Considere agora que d é a dimensão no espaço euclidiano no qual o
objeto está embutido. Nesse caso, a densidade do objeto pode ser
escrita como:

ρ =
m

rd
. (29)

Mas pela relação (28) temos,

ρ ∼ rDf−d , (30)

o que significa que se Df < d então a densidade do objeto não é a
mesma para todo r, mas obedece a uma lei de potência.
A dependência de escala da densidade do objeto é uma caracteŕıstica
de objetos ramificados e rugosos, das quais possuem uma dimensão
Df fracionária e por isso são chamados de fractais.
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