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Projeto 3: Funcoes Generalizadas

Prof. Dr. Fabiano Ribeiro
May 17, 2013

Hipérbole Nao-Simétrica

Considere a fungao

fialt) = o (1)

no dominio ¢ > 0. Essa funcao é conhecida por hipérbole nao simétrica.

1.

Mostre que, para ¢ < 1, a fungao (1):

i) converge para zero: fz(t — co0) = 0;

ii) diverge na origem: f;(t — 0) — o0;

iii) Verifique isso visualmente fazendo gréficos (com gnuplot) usando § = —1,0, % no intervalo
t €10,3].

Mostre que para ¢ =1 a fungao (1) é uma constante: f4(t) = 1.

Mostre que, para ¢ > 1, a fungao (1):

i) cresce algebricamente como uma lei de poténcia: f5(t) =t~}

ii) converge na origem : f5(0) = 0;

iii) diverge quando t — oo: f5(t — 00) = o0;

iv) Verifique isso visualmente fazendo gréficos (com gnuplot) usando ¢ = 3/2, 2, 3 no intervalo
t€l0,3].

Ainda considerando § > 1 a divergéncia dessa fungdo pode ser dividida em trés categorias.
Verifique que:

i) para 1 < § < 2 o gréfico é concavo, ou seja, a divergéncia é suave;

ii) para ¢ = 2 a divergéncia é linear;

iii) para ¢ > 2 o gréfico é convexo.

Plote gora, em um mesmo grafico, a fungao (1) usando todos os valores de ¢ analisados, ou

seja usando § = —1,0, 2,1, 2,2, 3 no intervalo ¢ € [0, 3].
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Funcao Logaritmo generalizado

A fungéo ¢-logaritmo é definida como o valor da drea abaixo da fungdo (1) no intervalo ¢ € [1, z],
ou seja

3

ing(o) = [ 155 2

. Mostre, usando (2), que

Ing(x) = ! - ! (3)
q
. Mostre que, para ¢ < 0, a funcao Ing(z):
i) diverge na origem: Ing(0) = —oo;
ii) converge quando x — oo: Ing(oo) = |1/4];
iii) Para verificar esses resultados plote Ing(x) usando ¢ = —1/2,—1,—2 no intervalo x €

[0,3].

. Plote, em um mesmo gréfico, a fungéo logaritmo natural In(x) e a fungéo Ing(z) usando

q = 0.1,0.01,0.001. Note que no limite de § — 0, a fungao logaritmo generalizado recupera
a funcao logaritmo natural.

. Mostre que, para ¢ > 0, a funcéo Ing(z):

i) converge na origem: Ing(0) = —1/¢;

ii) diverge, assintoticamente, para Ing(z) ~ 27/G quando z — oc.

. Ainda considerando § > 0 a divergéncia da fungéo Inz(z) pode ser dividida em trés categorias.

Para verificar isso, plote em um mesmo gréfico a fungao (1) usando § = %, 2,3,. Verifique
que:

i) para 0 < ¢ < 1 o gréfico é concavo, ou seja, a divergéncia é suave;
ii) para ¢ = 1 a divergéncia é linear;

iii) para ¢ > 1 o gréfico é convexo.

Funcao Exponencial Generalizado

A funcao inversa da funcao ¢-logaritmo é a funcdo g-exponencial

eq(x) = (1 + qu)7, (4)

de forma que para ¢ = 0 se re-estabelece a funcao exponencial usual.

1. Plote, em um mesmo grafico, a fungéo exponencial e” e a funcao e;(x) usando ¢ = 0.1,0.01, 0.001.

Note que no limite de ¢ — 0, a funcao exponencial generalizado recupera a fungao exponen-
cial usual.

. Mostre que eg(z) é a fungdo inversa de Ing(x), ou seja, mostre que Ing (ez(z)) = = e que

¢g (Ing(z)) = .

. Plote num mesmo gréfico a funcéo ez(x) usando § = —1,0,1/2,1,3/2,2,3, no intervalo

x € [-3,3].



4. Note, através do gréfico feito anteriormente, que a divergéncia da funcdo egz(x) pode ser
dividida em trés categorias. Verifique que:

i) para ¢ > 1 o grafico é concavo, ou seja, a divergéncia é suave;
ii) para ¢ = 1 a divergéncia é linear;

iii) para ¢ < 1 o gréfico é convexo.

4 Modelo Generalizado para Dinamica de Populacoes

Um modelo generalizado para dinamica de populagoes é dado por

dN N

com solugao
K

7 (6)
€4 (111(; (%) e*”)

onde Ny é a populacao inicial, r é a taxa de crescimento, K a capacidade de carregamento e ¢ um
parametro do modelo.

N(t) =

1. Mostre que para ¢ = 1 o modelo (5) e a solugao (6) recuperam o modelo de Verhulst;

2. Mostre que para ¢ = 1 e K — oo o modelo (5) e a solugdo (6) recuperam o modelo de
Malthus;

3. Mostre que para ¢ — 0 o modelo (5) e a solucdo (6) recuperam o modelo de Gompertz;

4. Plote, num mesmo grifico, a solugdo (6) para diferentes valores de ¢. Sugestes: ¢ =
-2,-1,0.01,1,2

5. O modelo (5) pode ser escrito na forma

dN
— =NF 7
= NF(n) 7)
onde introduzimos a funcao de saturagao
F(n) = —rlng (n), (8)

comn = N/K. A funcdo F(n) pode ser interpretada como a taxa de crescimento efetivo da
populagao.

i) Plote, num mesmo gréfico, a fungdo F(n) no intervalo n € [0, 1] usando r = 2 e vérios
valores de ¢. Sugestoes: ¢ = —2,—1.5,—1,—-0.5,0.01,0.5,1,1.5,2, 3;

ii) Quais os regimes de comportamentos que se observa desse grafico?

References

[1] Brenno Caetano Troca Cabella, and Alexandre Souto Martinez, Fabiano Ribeiro (PDF).
Data Collapse, Scaling Functions and New Analytical Solutions of Generalized One-Species
Population Dynamics Models

[2] Alexandre Souto Martinez (PDF). Modelos Mateméticos, Probabilisticos e Computacionais.



