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Resumo

Sao descritos neste relatorio os resultados do estudo de dindmicas epidemioldgicas. Para
entendermos mais sobre tais dinamicas, foram fundamentais as investigagbes em: modela-
gem matemdtica , modelos baseados em agentes (modelo computacional conhecido como
“autdmatos celulares”); e transigoes de fase. Este tltimo, como se suspeitdva, foi necessério
pois o comportamento que emerge da simulagdo epidemioldgica contém uma transicdo de fase.
Pode-se verificar que o arcabougo da fisica estatistica, da modelagem matemdtica/computacional,
para o estudo de sistemas epidemioldgicos é de fato relevante. Com a aplicagdo ou associagao
de transi¢oes de fases nesta problemética se obtém um mecanismo matemético (andlogo &
sistemas magnéticos) para o combate e/ou controle de comportamentos epidémicos.

1 Introducao

Encontramos na histéria varias ocasides em que doencas se propagaram de forma rapida em
populagoes. Damos o nome de epidemia para tais propagacoes. A Peste Bubdnica (peste negra),
séc. XIV, e a gripe espanhola, séc. XX, sao exemplos de epidemia. O nimero de casos indicativos
da presenca de uma epidemia devido a um agente transmissivel varia de acordo com o agente;
dimensao; tipo e estado imunitario da populacao exposta; experiéncia ou falta de experiéncia
prévia com o agente responsdvel e com o tempo; local; forma de ocorréncia e seu comportamento
na populagao [6].

O estudo de epidemias surgiu com um surpreendente nimero e variedade de modelos e ex-
plicagées para a causa e propagagao de surtos epidémicos [5]. Entre esses modelos existiam su-
perstigoes como crencas religiosas, alquimia, astrologia, etc. Nenhum destes modelos efetivamente
conseguiam minimizar doengas que se alastravam rapidamente, causando mortes por onde chega-
vam. O surgimento de vacinas foi de grande importancia para o combate de doengas como a Febre
Amarela, Variola, Difteria entre outros. Modelos matematicos, que continham raciocinios 1égicos,
também substituiram as superticoes para o calculo de predigoes de epidemias, pandemias, etc.

O estudo de epidemias pode ser feito por meio de modelos mateméticos ou computacionais.
Esses modelos nao representam a realidade em todas as suas complexidades, mas capturam os
aspectos essenciais de uma epidemia [5]. Neste trabalho, usamos modelos computacionais do tipo
automatos celulares[4] para representar e analisar a propagacao de uma epidemia. Estudamos
mais especificamente um comportamento epidémico, discutido e analisado pela professora Tania
Tomé e Mério J. de Oliveira em seu artigo [2]: o chamado “Modelo de Contato”.

Modelo de Agentes

Como ja mencionado, a ferramenta “Automatos Celulares” faz parte de uma classe de modelos
computacionais conhecidos por Modelos Baseados em Agentes [1, 3]. Esses modelos simulam
sistemas populacionais, representando cada membro da populagdo por agentes/individuos que
possuem caracteristicas proprias. O objetivo desse tipo de modelagem é tornar mais realista as
simulagoes de populagoes naturais.



Direcionamos nossos estudos em um tipo especifico de autémato conhecido como “modelo de

contato”. Esta classe de modelos é caracterizada por ter em cada célula (agente) a mesma regra, ou
seja, cada individuo é regido pelas mesmas restrigoes que sao seguidas pelo contato direto com seus
vizinhos. A interagdao de um agente com sua vizinhanca estd relacionada com a dimensao da rede.
Podemos ter automatos celulares unidimensionais, bidimensionais ou até com mais dimensoes,
mas o prego que se paga por tal meticulosidade é um recurso computacional elevado e em alguns
casos, desnecessario. Em nossa pesquisa trabalhamos com automatos celulares de uma dimensao.
Suas regras serdo discutidas adiante.

Modelo Matematico

Um modelo matematico é uma representagao ou interpretacao simplificada da realidade. Modelos
matematicos sao utilizados praticamente em todas as areas cientificas, como por exemplo, na
biologia, quimica, fisica, economia, engenharia e na prépria matemaética pura.

Observagoes importantes sobre um modelo:

e um modelo é uma representagao simplificada de um sistema real a ser estudado;
e um modelo deve capturar os elementos chaves de um sistema;

e um modelo nao é o sistema: o sistema real nao se pode compreender, em toda sua plenitude.
J4 o modelo deve representar a esséncia da realidade, ou seja, sua complexidade deve ser
menor.

2 Modelos de Crescimento Populacional

Modelos de crescimento populacional tem-se mostrado importantes na descrigao e previsao de um
grande nimero de processos em diversas dreas do conhecimento, como fisica, quimica, demografia,
economia, ecologia, epidemiologia, entre outras disciplinas. Esses modelos sao construidos na
tentativa de prever o tamanho n(t) de uma populagdo num dado momento ¢ a partir do tamanho
inicial ng = n(t = 0) dessa populagdo. Focamos inicialmente no estudo do modelo de Malthus, o
qual iremos discutir a seguir:

Consideremos as seguintes quantidades:

N(t): nimero de individuos no instante ¢;

N(t + At): nimero de individuos no instante seguinte;

b: taxa de natalidade;

d: taxa de mortalidade;

r = (b—d): taxa de crescimento;

O tamanho da populagao em ¢t + At depende do tamanho em “t”, de acordo com a regra:

N(t+ At) = N(t) + rNAt (1)
Que também pode ser escrito como:
N(t+ At) — N(t)
At
No limite de At — 0 e pela defini¢do de derivada, temos:

=rN (2)

dN .. N(t+At) - N(t)
oA, Al =N 3)
O que nos leva ao Modelo Exponencial ou Modelo de Malthus
dN
— =rN. 4
praaks (4)



Uma pergunta que temos que nods fazer é porque usar um modelo exponencial? Para respon-
der a essa pergunta iremos achar a solugdo geral dessa EDO(Equagoes Diferenciais Ordindrias).
Comecamos passando o termo dt para o lado direito e N para o lado esquerdo

N

integrando ambos os lados da equagao
N(t) == Noert (6)

Vejamos no grafico a seguir as possiveis curvas para N (t):
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Figura 1: Evolugao temporal do Modelo de Malthus para diferentes valores de r. Para r < 0
temos a curva h (decrescimento exponencial), para r = 0 temos a curva g e para r > 0 temos n
(crescimento exponencial).

Uma populagao nao cresce exageradamente sem controle como vimos no modelo Malthusi-
ano, mesmo que as taxas de natalidade e/ou mortalidade variem em fungio do préprio tamanho
populacional, isso porque o meio ambiente possui uma capacidade limitada de individuos. Esta
capacidade limite, conhecida por capacidade de suporte, se deve a escassez de espago ou de ali-
mentos.

Usaremos um modelo criado por Verhulst para simular um ambiente escasso de recursos. Iremos
considerar portanto que na populacao a taxa de natalidade diminui, devido a falta de recursos
presentes no meio. A maneira mais simples de representar essa dependéncia é considerando a taxa
de natalidade como uma funcao linear (z) que depende de N.

x=b—aN (7)

Onde N é o tamanho da populacao, b é a taxa da natalidade per capita e b e a sao constantes.
Quanto maior N, menor a taxa de natalidade z; e quando esse N for préximo de 0 a taxa de
natalidade serd proxima de b. Dessa forma b tem a mesma interpretacao do modelo de Malthus,
quando nao existe limitagao de recurso.

A constante a representa a forga da adigdo de novos individuos. Quanto maior o valor de a,
maior o impacto da densidade sobre a populacao. Quando a = 0 significa que nao existe limitacao
de recursos: recupera-se portanto o modelo de Malthus.



Ja a taxa de mortalidade deve aumentar com N. Quanto maior for o niimero de individuos na
populacao, maior serd essa taxa, que agora passa a ser representada pela funcao y, que depende
dede N.

y=d+cN (8)

A constante ¢ é a forga com que a densidade aumenta a taxa de mortalidade.

Agora iremos substituir as taxas de b e d pelas fungoes x e y no modelo de Malthus e torné-lo
dependente da densidade. O modelo de crescimento exponencial dado pela equagdo 6 passa a ser
representado pela equagao 9, uma vez que r = b — d.

dN
Ez[(b—a]\f)—(d—i—cN)]N 9)
Assim temos:
dN
T [(b—d)— (a+c)N|IN (10)

A fim de simplificar mais a expressao iremos multiplica-la por (b—d)/(b—d), assim a expressao
10 passa a forma:

dN (b—d)

— = b—d)— NN 11

e [ | LR (1)
Aplicando a propriedade distributiva em 11 temos:

dN (b—d) (a+c¢)

= [(b— — N|N 12

G = lo-a|G=3 - 59 (12
Como (b—d) =r e a,b,c e d sdo constantes, podemos tratar ng como K, e entao a expressao

12 passa a ser da seguinte forma:

dN N
a ( K) (13)
Cuja solugao é:
No K rt
N(t) = 0=c (14)

[K + No(e? —1)]

Onde Ny = N(t = 0) é a populagdo inicial. A equagdo acima é a equacdo do crescimento
logistico, onde K representa a capacidade de suporte do meio. E a mais simples equacao que
descreve o comportamento de populagao quando os recursos para o crescimento sao limitados.

Nesse caso, a populacao deixa de crescer quando seu nimero ¢é igual a K, o chamado equilibrio
estavel. Esse equilibrio é obtido quando as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais (veja
curva f(t)). Quando ja temos uma populagdo maior que K vemos que com o tempo a populagao
decai exponencialmente (ver curva ¢(t)) como mostrado na figura abaixo.

3 Dinamica de Propagacao de Doencas via Modelo de Con-
tato
Para que a programacao usada fosse rica em simular um sistema epidemioldgico ja estudado em

[2] utilizamos as regras de contato do mesmo artigo. A dindmica do modelo segue o seguinte
algoritmo:

1. A simulagao inicia-se com uma parcela da populagao contaminada (50%). A cada passo da
dinamica, sorteia-se aleatoriamente uma célula:
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Figura 2: Evol¢do temporal do Modelo de Verhulst para diferentes condigoes iniciais (Ny =
2,50,200) e K = 100.

2. Caso a célula sorteada esteja vazia (ndo contaminada) entao héd probabilidades iguais de que
ela olhe para seu vizinho anterior ou posterior.

e Se seu vizinho escolhido ndo estiver contaminado entao o sitio escolhido também néo o
Sera.

e Se seu vizinho escolhido estiver contaminado entao o sitio escolhido tem uma probabi-
lidade de se contaminar dada por:

A

— 15

14+ A (15)
3. Caso a célula sorteada esteja infectada entao ela pode se recuperar com uma probabilidade

dada por:
1
16
14+ A (16)

O parametro A é a taxa de infeccao, ou seja, o quanto a doenca é transmissivel. Se por algum
motivo nao houver na populagao individuos infectados, contaminamos aleatoriamente uma célula
para que a doenga nao seja aniquilada [2].

Além de simular a transmissdo do virus também verificamos a dependéncia entre densidade
de infectados p e a taxa de infeccdo A. Gostariamos de verificar, via simulagdo computacional, se
este sistema epidemiolégico apresenta uma transicao de fase.

4 Resultados e discussao

A dindmica desse modelo leva a duas etapas macroscépicas. Na primeira, associada a taxas de
infecgao A menores que um certo valor critico A., acontece uma eliminacao completa e espontanea
da doenga. J4 na segunda, associada a taxas de infeccao maiores que esse valor critico, acontece
fixagdo da doenca na populagdo, conforme figura (3). Para cada ponto do grifico fizemos uma
média sobre cinquenta valores diferentes.
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Figura 3: Densidade de infectados (p) em funcéo da taxa de infecgao (A).

No grafico acima temos uma curva para cada valor de L, sendo L o ntimero de células (in-
dividuos) de uma rede (em nosso caso uma rede unidimensional). E f4cil perceber que para maiores
valores de L temos, de forma mais evidente, a transicao de fase. Isto acontece pois uma rede com
muitos individuos fica menos viciada, ou melhor, os valores obtidos representam maior aleatorei-
dade. Percebemos também que as curvas com valores de L menores (L = 10 e L = 20), ficam
mais oscilantes. Isso acontece pois o recurso computacional, para que a curva fique bem delineada
como em [2], é altissimo e impréprio para a iniciagao cientifica.

Na figura abaixo, cada ponto representa o desvio médio - barra de erro - das medidas de p
(densidade de infectados) para cada valor de A\ (taxa de infecgdo). Estas medidas foram feitas
a partir de 5000 amostras de simulagoes feitas com populacoes de tamanho L = 640. O valor
correspondente ao pico desta curva serd a taxa de infecgao critica ..
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Figura 4: Desvio quadratico em funcao de .

Como vimos, valor maximo do desvio médio (erro) de p caracteriza a taxa de contaminagao



critica (A.). Pelas simulagoes obtemos A, = 3,29 & 0,07. O valor de A. com maior precisao foi
obtido em [2], sendo A, = 3.298 + 0.002. O comportamento diferente do sistema, delimitado por
¢, caracteriza uma transicao de fase. Transicoes desse tipo também sao observadas na mudanca
de fase de um material em estado sélido para seu estado liquido (ou do estado liquido para gasoso).
Assim como T, que é a temperatura de Curie, onde abaixo desta temperatura tem-se um estado
de magnetizagao de um objeto ferromagnético.

No grafico (5) temos um ajuste de curva para encontrarmos o valor experimental do expoente
critico 8 que sera o coeficiente angular da reta de melhor ajuste. Encontramos que g = 0.214+0.002
(erro estatistico) e o valor encontrado por [2] é 8 = 0.277 £ 0.002.

1=640  +
£(x)

Figura 5: Densidade de infectados (p) pela variagdo da taxa de infeccio (AN).

5 Conclusao

Percebemos com os modelos de dinamica populacional, os crescimentos e decrescimentos exponen-
ciais (modelo de Malthus) e os crescimentos e decrescimentos com carga de capacidade (modelo de
Verhulst), assim como suas discretizagoes. Mesmo sendo simples, estes modelos descrevem com-
portamentos computacionais que refletem aspectos observados frequentemente na natureza. Desta
forma, os modelos matemaéticos e computacionais se mostram como uma ferramenta importante
para previsoes de populagoes, como: crescimento de coelhos, modelo caga e cagador, crescimento
de bactérias com alimento e espago ilimitados (cresimento exponecial), entre outros.

Na simulacao computacional do modelo epidemiolégico concluimos que para certos valores de
A surgem diferentes resultados, caracteristico de Transigoes de Fases. Para A < A, a doenca é
eliminada. Mas para valores de A > A. temos uma preservacao da doenca. Havera portanto surtos
epidémicos. Ou seja, se temos um surto epidémico em que suas regras podem ser representadas
ou passadas por modelos de agentes e se for encontrada a taxa de infeccao de um dado virus,
poderemos prever se num dado intervalo finito de tempo haverd epidemia (porque sua taxa de
infeccdo é maior que A.) ou se o virus serd simplesmente eliminado (porque sua taxa de infecgao
é menor que A.).



Referéncias

[1] N. Boccara. Modeling Complex Systems. Springer-Verlag New York (2004).

[2] Tania Tomé and Maério J. de Oliveira. Stationary distribution of finite-size systems with
absorbing states. PHYSICAL REVIEW E 72,026130(2005).

[3] T. Tomé, M. de Oliveira. Dindmica Estocdstica e Irreversibilidade. Edusp, Editora da Uni-
versidade de Sao Paulo (2001).

[4] S. Wolfram. A new Kind of Science. (2002)

[5] Murray, J.D.. Mathematical Biology: An Introduction. 3rd edition, Springer Verlag, New York
(2002).

[6] G. Bendoricchio and S.E. Jorgensen. Fundamentals of Ecological Modelling. Elsevier Science;
3 edition (August 28, 2001).

[7] S. Salinas. Introducao & Fisica Estatistica. Edusp (1997).



