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Calculo Fracionario:
a teoria matematica que
possui data de nascimento

Podemos precisar o século e a década em que uma dada teoria
comecou a ser estudada, porém dizer o exato momento, como meés
e dia em que ela foi pela primeira vez abordada é muito dificil. No
entanto, para o Calculo Fracionario, ha registros que mostram exa-
tamente o inicio das discussoes e os primeiros estudiosos a tentarem
dar um significado para uma derivada de ordem fracionaria. Ficou
curioso? Veja nossa reportagem especial.

BOLETIM NAS REDES SOCIAIS

Boletim chega ao Instagram

O Boletim Lavrense apresenta curiosidades do universo matemaético.
mais uma novidade! Agora ele Siga nosso perfil @boletimlavren-
também estd no Instagram levando in- sedematematica e fique conectado

formacoes, fatos histéricos, desafios, com a Matematica.

Indice

Calculo Fracionario pag.

PROJETO DE EXTENSAO

Desmistificando o cotidiano de

Ja é sabido que muitos matemaéaticos gos-
tam de conversar sobre Matematica tomando
um bom cafezinho, mas vocé sabe o que um
matematico faz no seu dia a dia? Vocé acha
que a Matematica ji estd pronta e é repleta
de féormulas para decorar? Ou que Matematica
foi feita para meninos? Hum ... entdo estd na

hora de vocé conhecer o Café Matematico, um projeto criado pela professora
Andréia Coutinho do Departamento de Matemética e Matemética Aplicada

da UFLA.

um matematico

Curiosidades psg.

Projeto de Extensdo psg. [4

CoM

CAFE MATEMATICO

Sugestdo de leitura psg. 5

Contatos

Desafios Matemdticos pag. [5]

Site: www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar
e-mail: | boletimdamatematica.dmm@ufla.br
Instagram: www.instagram.com/boletimlavrensedematematica

EDITORES
DMM/UFLA
Ana Claudia Pereira
Graziane Sales Teodoro
Helvécio G. F. Filho
Julia Terra Souza
Ricardo Edem Ferreira



http://www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar
mailto:boletimdamatematica.dmm@ufla.br
https://www.instagram.com/boletimlavrensedematematica

ESPECIAL

Calculo Fracionario

Uma troca de correspondéncias
entre Leibniz e ’'Hopital em 30 de se-
tembro de 1695 é o marco para o nas-
cimento do Célculo Fracionario, no-
menclatura utilizada para o calculo
de ordem nao inteira. Leibniz for-
mulou uma questao para I’Hopital en-
volvendo uma possivel generalizagao
da derivada de ordem inteira, e
I’Hopital devolveu a pergunta a Leib-
niz questionando-o sobre o caso em
que a ordem da derivada fosse meio.
Leibniz apresentou uma resposta e
afirmou que isto era, aparentemente,
um paradoxo que um dia iria gerar
varias consequéncias importantes.

Como vimos, na 7% edi¢cao do Bo-
letimﬂ Leibniz é considerado um dos
criadores do Calculo de ordem inteira
e podemos também considera-lo como
pai do Célculo Fracionério.

Também em uma troca de corres-
pondéncias entre Leibniz e Wallis, em
1697, Leibniz discute o produto infi-
nito de Wallis para o numero 7w, co-
menta que o calculo diferencial pode-
ria ter sido utilizado para obter tal
resultado e apresenta a notagao d%y
para denotar uma derivada de ordem

meio.

Lagrange contribuiu, de forma in-
direta, para o Calculo Fracionario em
1772, a partir da lei dos expoentes

am dny dm+ny

dam dzn  dzmn
pois a busca por restrigbes que deve-
riam ser impostas na funcao y para
que a regra continuasse valendo para
m e mn nameros arbitrdrios foi de
grande utilidade no desenvolvimento
desse calculo.

Desde entao muitos pesquisado-
res e matematicos contribuiram para
o tema, principalmente a partir do
inicio do século XIX. No entanto, de
forma sistematica, podemos citar, em
1812, Laplace que definiu uma deri-
vada fracionaria através de uma inte-
gral; em 1819, Lacroix foi o primeiro
a mencionar (em seu livro de célculo)
as derivadas fracionarias; Fourier, em
1822, obteve uma representagao inte-
gral para uma fungao f.

Apesar de importantes ma-
tematicos terem se dedicado ao
Célculo Fracionario como Leibniz,
Euler, Lagrange, Laplace, Lacroix e

Fourier, e do estudo de aplicagoes
do Calculo Fraciondrio na prépria
Matematica e em outras areas de co-
nhecimento, nao existia ainda uma
aplicacao caracteristica e bem defi-
nida.

A primeira operacdo fraciondria,
propriamente dita, deve-se a Abel,
em 1823, quando obteve a solucao de
uma equagao integral advinda do pro-
blema da tautécrona. Atraido por
essa solucao de Abel, Liouville efetuou
o primeiro estudo importante para
fornecer uma definigao légica de uma
derivada fraciondria. Foi também
Liouville, em uma de suas muitas
anotagoes, o primeiro a tentar resolver
equagoes diferenciais envolvendo ope-
radores fracionarios.

Em 1847, Riemann, ainda na gra-
duagao, escreveu um artigo, que foi
publicado postumamente, onde apre-
senta uma definicdo para a derivada
fraciondria. Apds a sua morte, foi pu-
blicado um trabalho em 1892, onde
apresenta uma férmula para a inte-
gral fraciénaria, que hoje é conhecida
como integral fracionaria de Riemann-
Liouville.

History of
Fractional Calculus

010
. Tanrsiro Machado, Virginla Kiryakova, Francesco Maimardi

Poster sobre a histéria recente do Calculo Fracionario.

Fonte: Fractional Calculus & Applied Analysis, Vol. 13, No. 3, 2010, 329-334.

1Disponivel em |72 edigao.
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O primeiro trabalho que apresenta
a conhecida derivada fracionéria se-
gundo Riemann-Liouville foi escrito
em 1869 por Sonin. No entanto, o
marco inicial para o moderno desen-
volvimento do Célculo Fracionario foi
o trabalho de Laurent em 1884, onde
ele discute operadores generalizados.

Durante o século XX, a teoria e
aplicagoes de Célculo Fracionério tive-
ram contribuigoes notaveis com uma
grande quantidade de pesquisas em
derivadas e integrais fraciondrias e
aplicagoes sendo publicadas. No en-
tanto, entre os anos de 1900 e 1970
seu desenvolvimento foi menos intenso
comparado com os anos entre 1971 e
1995.

Em A poster about the old his-
tory of fractional calculus publicado
em 2010, J. A. Tenreiro Machado,
Virginia Kiryakova e Francesco Mai-
nardi apresentam um cartaz que ilus-
tra as principais contribuigoes du-
rante o periodo 1695-1970, a “antiga
histéria” do Calculo Fracionario, veja
a figura acima.

Até préximo a década de 70, a
maioria dos cientistas nao levavam a
sério o Célculo Fracionario, uma vez
que, as diferentes e nao equivalentes
defini¢bes propostas para a derivada
fraciondria funcionavam em alguns ca-
S0s mas nao em outros.

Uma importante definicdo para
a derivada fraciondria foi proposta
por Caputo em 1969 e a partir de
1970 o Célculo Fraciondrio teve um
acelerado desenvolvimento e ja era
considerado 1til em varios campos.
Essa razao incentivou Ross a orga-
nizar a primeira conferéncia interna-
cional sobre Calculo Fracionario em
1974 que foi realizada na Universi-
dade de New Haven, Estados Uni-
dos. Essa conferéncia foi a grande
contribuicao para o tema no século
XX e a partir de entao o Célculo
Fracionario desenvolveu-se intensiva-
mente aumentando o nimero de pes-
quisadores e publicagoes. No ano
dessa conferéncia foi publicado o pri-
meiro livro tratando exclusivamente
sobre Célculo Fracionario aplicado.

Hoje, depois de mais de trezentos
e vinte anos da carta entre I’Hopital e
Leibniz, temos a certeza que o Céalculo
Fracionario se tornou uma fonte de
discussoes, controvérsias e muitas pes-
quisas. O célculo esta completamente
consolidado e contempla uma série
de aplicagoes das quais destacamos

o estudo das equacgoes diferenciais,
integrais e integrodiferenciais. Tais
equacoes podem ser encontradas em
varios ramos da ciéncia, percorrendo
uma enorme gama de areas, da fisica,
passando pela engenharia, até a bio-
logia, sem deixar de lado a economia,
dentre outras.

Por outro lado, o Caélculo Fra-
ciondrio, além de estar presente em
véarias aplicagoes, destaca-se na abor-
dagem de problemas que envolvem os
conceitos de ndo localidade e efeito de
memoéria os quais nao podem ser ex-
plicados pelo Célculo. Em particu-
lar, pelo conceito de derivada que, no
Calculo é um operador local enquanto
no Calculo Fracionario é um operador
nao local.

Na |72 edicao conhecemos um
pouco da vida de Leibniz, um dos
precursores do Célculo Fracionario, e
agora vamos conhecer um pouco da
vida de 'Hopital, o outro precursor.

Guillaume Frangois Antoine, co-
nhecido como o Marqués de ’Hopital,
nasceu em 1661 em Paris, em uma
familia de militares muito conhecida
na época. A familia de I'Hopital ser-
via ao rei da Franca desde 1488, e em
particular, I'Hopital durante alguns
anos, serviu o exército francés como
oficial, mas abandonou a carreira mi-
litar por um problema de visao. De-
pois disso, dedicou-se inteiramente a
Matematica.
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I’Ho6pital. Fonte: Wikipéd:ia.

Em Paris, ele conheceu o jovem
Johann Bernoulli em 1691 que concor-
dou em continuar suas conversas sobre
o céalculo infinitesimal, em sua propri-
edade privada fazendo palestras par-
ticulares para I'Hopital. E, em 1693,

I’'Hopital foi eleito para a Academia
Francesa de Ciéncias onde serviu duas
vezes como vice-presidente da acade-
mia.

Entre suas realizagoes esta a deter-
minacao do comprimento do arco do
grafico logaritmico.

I’Hopital se correspondeu com Va-
rignon, Leibniz, Huygens e Jacob e
Johann Bernoulli. Em 1696, ’'Hopital
publicou seu livro Analyze des infini-
ment petits pour I'intelligence des lig-
nes courbes. FEste foi o primeiro li-
vro sobre calculo infinitesimal apre-
sentando as ideias do calculo diferen-
cial, mas nao considerando a inte-
gracao.

I’Hopital escreveu em 1694 para
Johann Bernoulli para propor que,
em troca de um pagamento anual de
300 francos, Bernoulli informasse a ele
suas ultimas descobertas matematicas
e nao contasse isso para outras pes-
soas. A resposta de Bernoulli para
esta proposta se perdeu, mas conside-
rando as cartas posteriores ele aceitou
o acordo.

Provavelmente com a consciéncia
tranquila, I’'Hopital publicou os resul-
tados em seu livro, depois de reco-
nhecer sua divida para com Leibniz e
os irmaos Bernoulli. Na introdugao
de seu livro ele escreveu “De resto
eu reconheco dever muito as luzes de
Bernoulli, principalmente desse jovem
professor de Groningen. Eu me servi
de seus métodos e de suas descobertas,
e também das de Leibniz. Por isso, eu
consinto que eles reivindiquem tudo o
que quiserem, me contentando daquilo
que eles quiserem por bem me deixar”.

Mesmo com as consideragoes de
I’Hoépital sobre a possivel autoria dos
resultados, Johann Bernoulli ficou in-
satisfeito com o sucesso do livro e a
falta de reconhecimento de sua con-
tribuicdo, o que o fez escrever para
I’Hopital e se queixar do fato.

I’Hopital morreu em Paris, em
1704, aos 43 anos. Apds a sua morte,
Bernoulli reivindicou o crédito por
partes do texto publicado.

Em 1921, Paul Schafheitlin desco-
briu um manuscrito das palestras de
Bernoulli sobre o Célculo Diferencial
de 1691 a 1692 na biblioteca da Uni-
versidade de Basel. O texto mostrou
semelhancas notaveis com a escrita de
I’Hopital, indicando que a versao de
Bernoulli pode ser verdadeira. W
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CURIOSIDADES

Fungao de Mittag-Leffler:

especiails

Vocé sabia que existe uma fungao
que generaliza a funcao exponenciaﬂ?

Em 1903, Magnus Goésta Mittag-
Leffler (um matemdtico importante
na Suécia nos finais do século XIX,
principios do século XX) estudou e de-
finiu uma funcao, hoje conhecida em
sua homenagem por funcao de Mittag-
Leffler, sendo esta uma generalizacao
da fungao exponencial.

Magnus Gosta Mittag-Leffler.
Fonte: Wikiped:ia.

Na 22 edicao do Boletim relata-
mos um caso curioso sobre Mittag-

Leffler (para saber sobre esse fato veja
a secao Curiosidades Matematicas da
22 edicao clicandolaqui). A fungao de-
finida por ele depende apenas de um
parametro. Vérias generalizacoes da
funcao de Mittag-Leftler foram desen-
volvidas desde 1903, por exemplo as
fungoes de Mittag-Leffler de dois, trés,
quatro, cinco e seis parametros.

Essas fungoes sdo umas das mais
importantes relacionadas ao Calculo
Fracionario.

A funcao de Mittag-Leffler é
uma generalizagao da fungao
exponencial.

Assim como a funcdo exponencial
emerge na solucao de uma equagao di-
ferencial linear com coeficientes cons-
tantes, a solucao de uma equacao dife-
rencial de ordem nao inteira é escrita,
em muitos casos, em termos da func¢ao
de Mittag-Leffler. Tal funcao é conhe-
cida por rainha das fungoes especiais.

A classica funcdo de Mittag-
Leffler, E,(x), é definida através do

A rainha das funcoes

somatorio

Eu(x) = 1;) Tlak+ 1)’

sendo x pertencente aos niimeros com-
plexos, a um parametro complexo
com parte real maior que zero e I'(z) a
fungao gama, que é uma generalizagao
do fatorial.

Quando tomamos a = 1 temos
Ei(x) = €% ou seja, a funcao de
Mittag-Leffler recupera a funcéo ex-
ponencial quando a = 1. Na imagem
mostramos um grafico para a fungao
de Mittag-Leffler de um parametro
para alguns valores de «.
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Funcao de Mittag-Leffler de um
parametro, sendo 0 < a < 1. W

PROJETO DE EXTENSAO

Café Matematico

O Café Matematico é um projeto
que nao surgiu de repente. A ideia de
mostrar o que um(a) matematico(a)
faz em seu cotidiano comegou com
as leituras dos livros de Ian Stewart,
inclusive com o seu livro Cartas a
uma Jovem Matemdtica, mas foi em
novembro de 2021 que tudo tomou
forma.

O objetivo do projeto é mostrar
para as pessoas em geral e aos estu-
dantes de exatas o que uma pessoa

pesquisadora na area de exatas, em
particular, na Matematica, faz no seu
dia a dia, sua trajetéria como estu-
dante e de onde surgiu a vontade de
seguir esse caminho tao cheio de desa-
fios e alegrias.

Uma vez por meés, as tercas-feiras,
um(a) pesquisador(a) é convidado(a)
a contar sua histéria na area, sua
trajetéria e seu dia a dia no am-
biente universitario, de modo sim-
ples e descontraido, como num café

com amigos. As palestras sdo fei-
tas on-line e, para obter mais in-
formacoes, vocé pode acessar o site
www.dmm.ufla.br/cafematematico
ou encaminhar um e-mail para
cafe.matematico@ufla.brl

Nos, editores do Boletim Lavrense
de Matemdtica, agradecemos a profes-
sora Andréia da Silva Coutinho que
gentilmente colaborou para essa repor-
tagem. M

2Para saber mais sobre a funcio exponencial veja a 22 edicdo do Boletim Lavrense de Matemadtica disponivel em 22 edicdo.


http://www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar/images/edicoes_boletim/boletim_edicao02.pdf
http://www.dmm.ufla.br/cafematematico
mailto: cafe.matematico@ufla.br
http://www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar/images/edicoes_boletim/boletim_edicao02.pdf

SUGESTAO DE LEITURA

Professor José Antonio Tenreiro Machado

Um dos principais nomes da atu-
alidade relacionado ao Célculo Fra-
ciondrio é o do professor José Anténio
Tenreiro Machado. Tenreiro Machado
nasceu em 6 de outubro de 1957, em
Pinhel, Portugal, e faleceu, no dia 6
de outubro de 2021.

Prof. José Anténio Teireiro
Machado. Fonte: In me-
mory of Professor José Antdénio
Tenreiro Machado (1957-2021).
C.M.A.Pinto, A. M. Lopes, A.
M. S. F. Galhano, Nonlinear
Dynamical, 2022.

Graduado em Engenharia
Elétrica, sua carreira académica teve
inicio em 1980 como professor auxi-
liar na Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto. De 1985 a
1988, o professor Tenreiro Machado
licenciou-se para fundar uma nova
escola de engenharia no Instituto Po-
litécnico de Viseu (Viseu, Portugal).
Defendeu, em 1989, a sua tese de
doutorado.

O legado cientifico do professor
Tenreiro Machado abrange trés prin-
cipais tépicos, a saber, Controle
e Robética, Sistemas Complexos e
Calculo Fracionario. Suas realizagoes
cientificas sdo amplas, profundas e
abrangentes. Seu impacto na litera-
tura ¢ verdadeiramente notavel. E
autor de mais de 1160 publicagoes,
incluindo 11 livros, 575 artigos em
periédicos, 118 capitulos de livros,
382 apresentagoes e 60 palestras em
reunioes e conferéncias nacionais e in-
ternacionais e 74 cursos em universi-
dades nacionais e internacionais.
mais

A produgdo cientifica

prolifica do professor Tenreiro Ma-
chado esta associada ao Célculo Fra-
ciondrio. Seu primeiro artigo sobre o
tema foi publicado em 1997 no qual
analisou e projetou sistemas de con-
trole digital de ordem fracionéria.
Desde 1997, o professor Tenreiro tra-
balhou e escreveu diversos artigos so-
bre o tema, dos quais 51 como autor
tnico.

Suas realizagoes cientificas sao
amplas, profundas e
abrangentes.

O legado deixado pelo professor
Tenreiro Machado para o Célculo Fra-
cionario é vasto, abrangendo aspectos
tedricos e praticos, sendo fonte de ins-
piragao para trabalhos e pesquisado-
res.

Para saber mais sobre esse im-
portante nome para o Calculo Fra-
cionario acesse o artigo In memory
of Professor José Antonio Tenreiro
Machado (1957-2021) disponivel em
www.link.springer.com. H

DESAFIOS

Desafios da Edicao

Envie sua resolugao dos desafios desta
secdo para nosso e-mail. A mais cria-
tiva serd divulgada na préxima edigao
do Boletim.

1) Tente ligar os 9 pontos da fi-
gura com 4 segmentos de reta unidos
sem tirar o lapis do papel.

2) 100 pessoas sdao postas em
uma fila e cada uma delas recebe

um chapéu, que pode ser preto ou
branco. Cada pessoa s6 consegue ver
os chapéus de todas as pessoas que
estdo a sua frente. B pedido que cada
uma delas tente adivinhar a cor do seu
chapéu. Qual o maximo numero de
acertos que se pode garantir, dado
que as pessoas podem combinar uma
estratégia antes de recebé-los?

Respostas dos desafios da edigao
anterior (acesse aqui a 72 edigao)

Desafio 1: Entre os numeros 1601 e

2022, ha 105 multiplos de 4. Também
h4d 4 maltiplos de 100 e 1 multiplo
de 400 (o ntmero 2000). Como os
anos bissextos sao aqueles que sao
multiplos de 4, exceto anos multiplos
de 100 que nao sao multiplos de 400,

entre os anos 1601 e 2022 ocorreram
102 anos bissextos (pela regra o ano
2000 foi bissexto).

Desafio 2: Quando dividimos 365 por
7 encontramos resto igual a 1. Isso sig-
nifica que entre dois anos consecutivos
nao bissextos, se determinado dia (por
exemplo, 28/04) foi quarta-feira, no
ano seguinte esse dia serd quinta-feira
(um dia de semana a mais devido ao
resto da divisdo de 365 por 7). Como
o dia 2 de marco de dois anos con-
secutivos foram sexta-feira e domingo
(dois dias a mais), o segundo desses
anos foi bissexto. Entao, o dia 29 de
fevereiro desse ano foi sexta-feira e o
dia 19 de janeiro foi terca-feira. As-
sim, o dia 12 de janeiro do primeiro
ano foi segunda-feira. W

Participacgao

O Boletim Lavrense de Matemaética quer ouvir vocé. Envie-nos sugestoes de reportagem, sua opiniao, corregoes e

duvidas através de nosso e-mail.
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