~_ Boletim Lavrense de Matemadtica

Edigdo 20, 14 de marco de 2025

A geometria do globo

O Postulado das Paralelas de Euclides rendeu muitos trabalhos
em Matematica. Entre eles o nascimento da geometria hiperbdlica
de Bolyai e Lobachevsky, conforme vimos na edicao anterior desse
boletim, mas também uma nova geometria nao euclidiana, diferente
da hiperbdlica, surgiu a partir da negagao do quinto postulado de
Euclides. Essa geometria, conhecida como Geometria Eliptica, con-
tribuiu significativamente para o desenvolvimento da Matematica, e
de outras ciéncias. E embora nao tenha surgido a partir da neces-
sidade de resolver um problema real, ao longo dos anos ela tem se
mostrado aplicdvel em outras dreas do conhecimento.

CURIOSIDADES MATEMATICAS
Navegacao Maritima

Na secao Curiosidades dessa edi¢ao
veremos uma importante aplicagao
pratica da Geometria Eliptica na na-
vegacao maritima e na aviagao. Vere-
mos que ao tracar as rotas mais curtas

e Aviacao

para economizar tempo e combustivel,
devido ao formato esférico da Terra,
eles nao seguem uma linha reta, mas
sim uma curva chamada geodésica.
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Georg Friedrich Bernhard Riemann

Vamos conhecer a histéria do matematico alemao
Georg Riemann, responsavel por vérias teorias
na Matemaética, com destaque para a Geometria
Eliptica, também conhecida como geometria de Ri-
emann ou ainda geometria riemanniana. Riemann
foi professor titular da Universidade de Gottingen e
teve contato com véarios estudiosos famosos de sua
época, o que rendeu resultados importantissimos

para a Matematica.
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ESPECIAL

Geometria Eliptica

Em 10 de junho de 1854, o ma-
tematico alemao Georg Friedrich Ber-
nhard Riemann (1826 - 1866) rea-
lizou a ultima etapa para conquis-
tar a posicao de conferencista em
Gottingen.  Essa tltima etapa con-
sistia de uma palestra onde Riemann
explicou como uma esfera poderia
ser interpretada como um espago bi-
dimensional, o que daria origem a
uma nova geometria nao euclidiana.
Os conceitos de plano, reta e ponto
da geometria euclidiana, foram subs-
tituidos nessa nova abordagem por
superficie esférica, circulo maximo e
posicao considerada a partir de pares
de niimeros ou coordenadas, respecti-
vamente.

Georg Riemann
Fonte: Wikipédia

O modelo proposto por Riemann,
assim como qualquer outra teoria pro-
posta, precisava ser baseado em pos-
tulados consistentes. No entanto,
quando comparado a geometria eucli-
diana e & geometria hiperbélical]o mo-
delo de Riemann apresentava alguns
problemas. Por exemplo,

1. Nao existem retas paralelas.

2. Retas nao podem ser prolonga-
das infinitamente.

3. Retas distintas se cruzam em
mais de um ponto.

Para entender essas divergéncias
em relagdo as outras geometrias, é
importante observar que elas surgem
a partir da substituicao do Postu-
lado das Paralelas de Euclides pela
afirmacao de que ndo existem retas

paralelas a uma reta dada. A partir
dessa afirmacao Riemann deu origem
a geometria batizada em 1871, pelo
também matematico alemao Felix
Christian Klein (1849 - 1925), de Ge-
ometria Eliptica.

Felix Klein
Fonte: Wikipédia

Se dada uma reta r nao existem
retas paralelas a r, isso significa que
quaisquer duas retas tém um ponto
em comum, o que nao faz sentido no
espaco euclidiano. Portanto, o postu-
lado proposto por Riemann precisava
de um novo espago, um espago nao eu-
clidiano, hoje conhecido como espago
eliptico.

Desse modo, para compreender
como duas retas sempre se cruzam,
considere uma superficie esférica, e
nessa superficie os objetos que desem-
penham o papel de retas na geometria
euclidiana serao os circulos maximos,
ou seja, os circulos que tem como cen-
tro o centro da esfera.

Circulos Maximos tem dois
pontos em comum

Como dois circulos maximos sem-
pre se interceptam em dois pontos,
na Geometria Eliptica considera-se os

dois pontos de intersecgao como pon-
tos idénticos. Na figura anterior, por
exemplo, considera-se A e B idénticos.

Embora o comprimento de uma
reta na Geometria Eliptica seja finito,
visto que é o comprimento da cir-
cunferéncia, um circulo méaximo nao
estd contido em nenhuma curva da
superficie, e portanto é considerado
ilimitado. Por exemplo, um circulo
maximo nao estd contido em um
triangulo ou em um quadrilatero da
superficie esférica, por isso nao é limi-
tado.

Na superficie esférica, angulos sao
obtidos a partir da intersecao de dois
circulos maximos, e a sua medida é a
mesma do angulo plano formado pe-
las tangentes ao circulos maximos no
ponto de intersecao.

Angulo formado por duas
circulos maximos

No espaco eliptico, um triangulo é
a figura obtida por arcos de circulos
maximos que unem trés pontos da
esfera. A figura abaixo ilustra o
tridngulo ABC, construido a partir de
trés pontos distintos A, B e C, sobre a
esfera e nao pertencentes a um mesmo
circulo méaximo.

Triangulo formado no espacgo
Eliptico

Um fato curioso na Geometria
Eliptica é que a soma dos angulos in-
ternos de um triangulo é maior do que

1Para mais informagdes sobre a geometria hiperbélica veja a Edigdo 19 do Boletim Lavrense de Matemética.



180°. Pode-se mostrar que dado um
triangulo esférico ABC, a soma dos
seus angulos internos, A, Be C, sa
tisfaz

180° < A+ B + C < 540°.

Triangulos esféricos podem ser
classificados com relagao a quantidade
de angulos retos que possuem. Se o
triangulo possui um angulo reto, ele é
chamado triangulo retangulo, se pos-
sui dois angulos retos é chamado bir-
retangulo, e caso possua trés angulos
retos é chamado trirretangulo.

Tridngulo trirretangulo

Como consequéncia das proprieda-
des de tridngulos esféricos, a soma das
medidas dos angulos de qualquer qua-
drilatero é sempre maior do que 360°.

E, a distancia entre dois pontos A e
B é dada pela medida do menor arco
do circulo méximo que contém esses
pontos, assim a medida dos lados de
um triangulo esférico sao os angulos
subentendidos por eles no centro da
esfera.

D

Medida entre dois pontos

A soma dos lados de um tridngulo
esférico, os quais sao denotados por a,
b e c, satisfazem

180° < a+ b+ ¢ < 360°.

Com relagdo as medidas dos lados,
um triangulo pode ser -classificado
como retilatero, caso tenha um lado
medindo 90°, birretilatero ou trirre-
tilatero, caso tenha dois ou trés lados
medindo 90°, respectivamente.

Em 1871, Klein exibiu corregoes
para as contradicoes da Geometria
Eliptica apresentada por Riemann.
As contribuigoes de Klein foram além
da Geometria Eliptica, contribuindo
também no entendimento da geome-
tria euclidiana.

Sem sombra de duvida, a apre-
sentacao de Riemann, em 1854, re-
volucionou a Matematica, e para se
ter uma ideia da grandiosidade do
seu trabalho, é importante saber que
sua teoria abriu caminho para que
anos mais tarde o fisico alemao Albert
Einstein (1879 - 1955) pudesse apre-
sentar ao mundo a teoria da relativi-
dade.

Referéncias:

A janela de FEuclides. A histdria
da geometria, das linhas paralelas
ao hiperespago, Leonard Mlodinow.
Traducao de Enézio de Almeida.
Geracao Editorial. 52 edicao, 2010.

Nao-
Edi-

Convite as Geometrias
FEuclidianas, Lazaro Coutinho.
tora Interciéncia, 2001.

|

BIOGRAFIA

Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Rie-
mann nasceu em 17 de setembro de
1826, em Breselenz, na Alemanha. Foi
um matematico alemao reconhecido
por suas contribuigoes na geometria,
teoria de fungoes, andlise complexa e
teoria dos niimeros. Suas ideias forne-
ceram a base matematica para a geo-
metria quadridimensional do espago-
tempo na teoria da relatividade geral
de Albert Einstein (1879 - 1955).

O pai de Riemann, Friedrich Ber-
nhard Riemann, era um pastor lu-
terano. Friedrich Riemann se casou
com Charlotte Ebell e eles tiveram
seis filhos, dois meninos e quatro me-
ninas. Riemann foi o segundo dos
seis filhos. Seu pai foi o responsavel
pela sua educagao até os 10 anos de
idade. Em 1840, Riemann entrou di-
retamente na terceira classe do Ly-
ceum, na cidade de Hannover, na Ale-
manha. Morou um tempo com sua
avo, mas ela faleceu em 1842 e Ri-
emann mudou-se para o Johanneum

Gymnasium, em Liineburg. Neste lo-
cal, um professor reconheceu suas ha-
bilidades matemaéticas e lhe empres-
tou alguns livros avancados para ler,
incluindo a “Teoria dos Niumeros” de
Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833),
publicado em 1830. Riemann leu o li-
Vro em uma semana e entao afirmou
que o sabia de cor.

Em 1846, Riemann entrou para a
Universidade de Gottingen, na Ale-
manha, onde iniciou um curso de Teo-
logia, encorajado por seu pai. No en-
tanto, logo desistiu e iniciou o curso
de Filosofia, no qual dedicou-se ao es-
tudo da Matematica.

Universidade de Gottingen
Fonte: www.britannica.com

Em 1847, Riemann mudou-se de
Gottingen para a Universidade Hum-
boldt de Berlim, onde estudou com
Rudolf Steiner (1861 - 1925), Carl
Gustav Jakob Jacobi (1804 - 1851),
Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet (1805 - 1859) e Ferdinand
Gotthold Max Eisenstein (1823 -
1852). Este foi um momento impor-
tante para Riemann. Ele aprendeu
muito com Eisenstein e discutiu o uso
de varidveis complexas na teoria da
funcao eliptica. No entanto, Dirich-
let foi sua principal influéncia nesta
época, visto que ambos tinham pen-
samentos muito semelhantes.

Na Universidade Humboldt de
Berlim, Riemann elaborou sua teo-
ria geral sobre varidveis complexas
que formaram a base de alguns de
seus trabalhos mais importantes. Em
1849, ele retornou a Universidade
de Gottingen e sua tese de douto-
rado, supervisionada por Carl Frie-
drich Gauss (1777-1855), foi subme-



tida em 1851. Em sua tese, Rie-
mann introduziu uma maneira de ge-
neralizar o estudo de equagoes polino-
miais de duas varidveis reais para o
caso de duas varidveis complexas. No
caso real, uma equagao polinomial de-
fine uma curva no plano. Como uma
varidvel complexa z = = + iy (onde
1 é a raiz quadrada de -1), pode ser
considerada como um par de varidveis
reais (z,y), uma equagao envolvendo
duas variaveis complexas define uma
superficie real, agora conhecida como
superficie de Riemann, espalhada pelo
plano. Mais tarde, em 1857, Riemann
escreveu um artigo e mostrou como
tais superficies podem ser classificadas
por um numero, chamado género, que
é determinado pelo nimero maximo
de curvas fechadas que podem ser de-
senhadas na superficie sem dividi-la
em partes separadas.

Em 1854, Riemann apresentou
suas ideias sobre geometria para a
qualificacao oficial de pods-doutorado
em Gottingen. Gauss foi um dos
examinadores e ficou muito impres-
sionado. Riemann argumentou que
os ingredientes fundamentais para a
geometria sao um espago de pon-
tos, chamado hoje de variedade, e
uma maneira de medir distancias ao

longo de curvas no espaco. Ele expli-
cou que o espago nao precisa ser um
espago euclidiano comum e que pode-
ria ter qualquer dimensao, inclusive
dimensao infinita. Tal geometria hoje
é conhecida como Geometria Eliptica
ou Geometria de Riemann.

Riemann também estudou como as
fungbes se comparam com sua repre-
sentagao trigonométrica ou com séries
de Fourier, o que desenvolveu os estu-
dos sobre funcoes descontinuas. Ele
também foi um dos primeiros ma-
tematicos a estudar equacoes dife-
renciais envolvendo varidaveis comple-
xas. Apresentou uma generalizagao
do conceito de integrabilidade, conhe-
cido como integral de Riemann, o que
abriu caminho para outros resultados
importantes.

Apds varios empregos mal pa-
gos, Riemann iniciou sua carreira
académica tornando- se professor ti-
tular na Universidade de Gottingen,
em 1859. Embora haja tantas te-
orias atribuidas a Riemann, sua in-
fluéncia foi menor do que poderia ter
sido. GoOttingen era uma universi-
dade pequena e, infelizmente, varios
de seus melhores alunos morreram jo-
vens. Seus poucos artigos também
sao dificeis de ler, mas seu trabalho

conquistou o respeito de matematicos
importantes, incluindo seu amigo Ri-
chard Dedekind (1831 - 1916), Karl
Weierstrass (1815 - 1897) e David Hil-
bert (1862 - 1943). Este tultimo, con-
siderou Gottingen como um centro
mundial de pesquisa em Matematica,
destacando Gauss e Riemann como
suas figuras iconicas.

Em 1862, logo apds seu casamento
com Elise Koch, Riemann adoeceu
gravemente com tuberculose. Via-
gens repetidas a Italia em busca de
tratamento nao conseguiram conter o
avanco da doenca e ele morreu em 20
de julho de 1866, em Selasca, Itélia.
A doenca impediu Riemann de publi-
car todo o seu trabalho. Um dos mais
importantes, The edition of Bernhard
Riemann’s collected works: Then and
now, editado por Dedekind e Hein-
rich Weber (1842 - 1913), foi publi-
cado postumamente em 1876.

Referéncias:
Bernhard Riemann —— Britannica

Bernhard Riemann (1826 - 1866)
- Biography - MacTutor History of
Mathematics

CURIOSIDADES MATEMATICAS

Trajetoria curva

Existem diversas aplicagoes das
geometrias nao euclidianas, em es-
pecial a Geometria Eliptica, na Ma-
temdtica, na Fisica, na Astronomia,
na Cartografia e na navegacao. Uma
importante aplicagao sao os concei-
tos geograficos como: paralelos, me-
ridianos, latitude, longitude e fusos
horarios. Além disso, a Geometria
Eliptica apresenta ferramentas para a
resolucao de problemas que envolvem
rotas de embarcacoes e avides sobre
a superficie terrestre, o que permite
calcular a distancia entre cidades no
globo terrestre.

Sabemos que a Terra nao é uma
esfera perfeita, pois hd um pequeno

na navegacao maritima e aviacao

achatamento nos polos. Porém, essa
deformidade nao ocasiona distorcoes
nos calculos que sao utilizados para
determinacao de rotas.

Exemplo de rota entre Nova
York e Singapura
Fonte: deolhonaengenharia.com

Devido a esse formato do planeta
Terra é necessario o estudo da Geo-

metria Eliptica para determinar as ro-
tas (com menor distancia) tanto dos
avides quanto das navegagoes, uma
vez que se viaja sobre um arco de cir-
cunferéncia. Portanto, as trajetérias
realizadas pelos avides e pelos navios
em suas viagens nao seguem uma li-
nha reta, mas sim uma rota curva
devido a curvatura do planeta. Pois
ao considerar o formato da Terra, a
menor distancia entre dois pontos se
torna uma curva chamada geodésica.

Referéncias:
deolhonaengenharia.com




SUGESTAO DE LEITURA

Aprofundando os conhecimentos em geometria

Até o inicio do século XIX a tnica
e verdadeira forma de entender e in-
terpretar o espago onde vivemos era
com a Geometria Euclidiana. Nao
se imaginava que fosse possivel uma
visao diferente do espaco.

Fonte: Amazon

A descoberta das geometrias nao eu-

clidianas revolucionou a forma como
vemos o espago onde vivemos e cho-
cou a comunidade cientifica.

No livro Convite as Geometrias
Nao-Euclidianas o leitor é apresen-
tado a uma exposicao clara e estimu-
lante sobre duas dessas classicas geo-
metrias.

DESAFIOS

Desafios da Edicao

Envie sua resolugao dos desafios desta
secdo para nosso e-mail. A mais cria-
tiva serd divulgada na préxima edigao
do Boletim.

1) Qual pessoa anda mais, a que
percorre uma milha maritima estando
bem proxima de um dos pdlos, ou a
que percorre a milha nas proximida-
des do Equador?

2) Duas aeronaves saem juntas do
ponto ¢ = 20°00’S e A = 44°00'W
em Belo Horizonte para a posicao ¢ =
20°00’S e A = 136°00'E em algum lu-
gar da Austrédlia. Uma viaja ao longo
do meridiano via Pélo Sul, a outra
no rumo leste, sempre sobre o para-
lelo de 20°00’S. Qual é o mais curto
dos dois caminhos e de quantas milhas
maritimas?

Referéncia:
Convite as geometrias nao-
euclidianas, Lézaro Coutinho, 22

edicao, Rio de Janeiro, Editora In-
terciéncia, 2001.

Respostas dos desafios da edigao
a (192

anterior (acesse aqui
edicao)
Desafio 1: Comegamos considerando

que as dimensoes do triangulo que
queremos determinar devem satisfazer

r+y+z=48

Como os triangulos sao equivalentes
temos que

25 20 15

onde k é uma constantes. Assim, te-
mos que 60k = 48. Conscluimos que
r=20,y=16e z =12.

Desafio 2: Podemos notar que a figura
é parecida com um “A”. Temos 13
pontos no total. Portanto o total de
combinacoes entre eles é: Cj3 3 = 286.
Porém, queremos apenas as que for-
mam triangulos, entao temos que sub-
trair todas as combinagOes que nao
formam tridngulos, ou seja, as com-
binagoes em que os pontos sao colinea-

res. Temos 3 situacoes onde isso acon-
tece: Na “perna esquerda” do “A”,
temos 6 pontos colineares que nao
podem ser combinados entre si, pois
nao formam tridngulos. Na “perna
direita” do “A”, temos a mesma si-
tuagao. E no meio temos 4 pontos co-
lineares que também nao podem ser
combinados entre si. Temos que sub-
trair essa 3 situagoes do total. Entao
o numero de tridangulos que podem ser
formados é:

Ci33 — Cs3 — Cp3 — Cy 3 = 242.

Portanto podem ser formados 242
triangulos distintos!

Desafio 3: Considere as quatro colu-
nas da seta. O primeiro e o quarto
quadrado da primeira coluna (verme-
lho e azul claro) devem ser movidos
para a primeira e quarta linhas da ter-
ceira coluna. Na quarta colula da es-
querda para a direita temos apenas
um quadrado rosa. Este quadrado
deve ser colocado como t1nico qua-
drado a esquerda da primeira coluna.
|

Evento

3° Dia Nacional da Matematica

O objetivo do evento é comemo-
rar o Dia Nacional da Matematica
(06/05) que foi instituido no Brasil
em 2013. Neste ano, o evento serd

realizado no dia 06 de maio na Uni-
versidade Federal de Lavras a partir
das 17h. Serao realizadas atividades e
palestras com o intuito de promover
uma integragdo e socializagao entre

os professores das dreas de Educacao
Matemaética, Matematica Pura e Ma-
temdtica Aplicada e os discentes da
Graduagao do Curso de Licenciatura
em Matemaética da UFLA.


http://www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar/images/edicoes_boletim/boletim_edicao19.pdf
http://www.dmm.ufla.br/matematicaemtodolugar/images/edicoes_boletim/boletim_edicao19.pdf

Participacgao

O Boletim Lavrense de Matemaética quer ouvir vocé. Envie-nos sugestoes de reportagem, sua opiniao, corregoes e
duvidas através de nosso e-mail.
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