IT OLIMPIADA LAVRENSE DE MATEMATICA - 2017
NIVEL II - 22 FASE - Gabarito

1. Sejam F o centro do semicirculo e R seu raio.

A D

Temos:

BC = BF + FC
15=R+ FC
FC=15-R

e DC' = AB = 10. Como o triangulo FCD ¢é retangulo, pelo teorema de Pitagoras:
R?=10*+ (15— R)’

R? =100 + 225 — 30R + R?
325 65

30 6
2. (a) Uma particao possivel é: A={9,10,11,12} e B={13,14,15}.

(b) Note que se k é impar a quantidade de elementos de X é par. Além disso, para parti-
cionar X em dois conjuntos de mesma soma, a soma dos elementos de X deve ser par.
Somando o primeiro elemento de X com o tltimo, o segundo com o pentultimo e assim
por diante, encontramos:

0 2017420174+ k=2 x 2017+ k
© 2018 +2017+ (k—1) =2 x 2017+ k kel

“5~ parcelas

© 2017 + £ 42017 + B = 2 x 2017 + k

1
x (2 x 2017 4 k). Como k é impar,

o termo entre parénteses é impar, e, entao, essa soma sé serd par se k + 1 for multiplo
de 4. Assim, temos k = 4m — 1 com m = 1,2,3,---. Com m = 1, temos k = 3:
X={2017,2018,2019,2020}. E uma partigao possivel é:

A ={2017,2020} ¢ B = {2018,2019}.

Assim, a soma dos elementos de X ¢é igual a



3. Considere os inteiros a,b e c. Entao:

N = abc (1)
N =6(a+b+c) (2)
a=b+c (3)

Observe que a = b = ¢ = 0 é uma solu¢do. Suponha que a # 0. Substituindo (3) e (1) em
(2):
abc = 6(a + a)
bc = 12.

Como b e ¢ sao inteiros temos as possibilidades
b= =1
c==+12
b= +£2
c==6
b=+3
c= =4
Isso implica em a = £13, a = £8 e a = %7, respectivamente. Assim, os valores possiveis

dos inteiros sao (0, 0, 0); (£1,£12, £13); (£2, 46, £8) e (£3,+4, £7).

< 1, pois b e ¢ sao inteiros positivos e ¢ < bc + 1. Efetuando a

4. Primeiro observe que 2

C +
divisao, temos 2017 = 106 x 19 4+ 3. Assim,
2017 n 1
— =q
19 b+ +
106 x 19+ 3 1
=S
3 c
106 + — =
0T e
Como a, b e ¢ sao inteiros positivos, e como mn < 1, a relacao implica que:
c
a =106
c=3k
bc+ 1 =19k
oL . s R 19k — 1
sendo k£ um inteiro positivo. As duas ultimas equagoes implicam que b = que tem
19x1-1
solucdo inteira apenas! para k = 1: b = eI 6. Portanto, os valores sao a = 106,

b=6ec=3.

IN2o era necessario que o estudante mostrasse que a tnica solucdo inteira é para k = 1. Bastava chegar na
solugdo b = 6 e ¢ = 3. Para mostrar tal fato, é s6 observar que 19k — 1 ndo é multiplo de k para k # 1 (k > 0).



