I OLIMPIADA LAVRENSE DE MATEMATICA - 2018
NIVEL III - 12 FASE - Gabarito

1. Resposta: A

Solug¢ao: Primeiro notemos que 355 é um nimero primo. Como s6 podemos escrever 355 = p+q
se 08 numeros naturais p e ¢ nao forem ambos pares ou ambos impares e como 2 é o Unico
nimero primo par, segue que 355 = 2 + ¢, o que implica em ¢ = 353, que de fato ¢ um nimero
primo impar.

2. Resposta: C
Solugao: Observemos que 1234n679 x 54 = 666666666 entao

1234n679 = 666666666 + 54
= 12345679

e assim n = 5.

3. Resposta: D

Solugao: Como o grupo de 6 pessoas elaborou as 50 questoes, entao podemos assumir que cada

membro do grupo elaborou pelo menos uma questao e toda questao foi elaborada por alguém.

Afirmacao: Alguém elaborou pelo menos 9 questoes. De fato, caso contrario cada um teria
elaborado no maximo oito questoes, o que nos daria um total de 48 questoes. Isto implicaria

na sobra de duas questoes que nao teriam sido elaboradas por ninguém, o que é um absurdo.

4. Resposta: A

Solugao: Primeiramente devemos nos lembrar que as operacoes que nao estao dentro de
parénteses devem ser efetuadas na ordem em que aparecem, isto é, as operagoes sao efetuadas
da esquerda para a direita. Deste modo, de acordo com as tabelas de operacoes apresentadas

temos:

(K +O) Kk + (FxO) A

NAxd+OxA
= A+0Ox*xA

= Ox*xA

= A



5. Resposta: C

Solugao: O faturamento £’ do posto em um dia é dado por
F = (Litros vendidos) x (Custo de cada litro apés desconto)

Se o dono do posto, em um determinado dia, der x centavos de desconto, entao o custo de cada

litro, em reais, sera

Custo de cada litro apos desconto = 5 — %

Por outro lado, com um desconto de x centavos, a quantidade de litros vendidos, além dos

5000, serd igual a 200x. Assim, temos que
Litros vendidos = 5000 + 200z.

Portanto, o faturamento diario sera

T
F = {5000+ 200z | (5 — = .
(swo+2m2) (5~ 1)

Solugao: Se considerarmos um plano cartesiano cuja origem é a posicao de Neimar, sabemos

6. Resposta: B

que a trajetéria da bola é uma pardbola do tipo y = —x?+ax. Para obter o valor de a, devemos
levar em consideragao trés coisas: o gol estd a uma distancia de 6 metros do jogador; a trave
possui 2 metros de altura; a bola bate no travessao. Concluimos entao que, no instante que a

bola bate no travessao, sua posi¢ao é r = 6 e y = 2, ou seja, y(6) = 2. Deste modo:

y(6) =2 = —36+6a=2
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a=—
3
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Ou seja, a trajetoria da bola é descrita pela pardbola y = —z° + Ex

Observemos entao que a altura maxima atingida pela bola é dada pelo y do vértice da parabola
acima descrita e que o y do vértice de uma pardbola dada pela equacao y = ax?+ bz +c é dado

por
—A  —(b* — dac)
Yvértice = - .

4a 4a

Deste modo, a altura méaxima da bola é

- [(?Y%.(_l)ﬂ] 361

UYvértice = = —— metros.

1-(-1) 36




7. Resposta: C

Solucdo: Temos que 143 = 1 x 10> + 4 x 10! + 3. Logo, para todo inteiro positivo n, temos
que os numeros 143 e 3 devem ter o mesmo 1ltimo digito. Em particular, podemos descobrir

3143 3143

o ultimo digito de 14 via o ultimo digito de . Agora, note que os ultimos digitos das

poténcias de 3 ocorrem de forma periédica com periodo 4.

3'=3,32=9,3°=27, 3" =381
3% =243, 3% = 729,37 = 2187, 3% = 6561

Assim, o tltimo digito de 343 é o mesmo tltimo digito de 3 pois 143 dividido pelo perfodo 4
deixa resto 3. Concluimos assim, que os nimeros 14343, 3'43¢ 33 tém todos o mesmo tltimo
digito 7.

8. Resposta: B

Solugao: Seja S o valor da soma de todos os nimeros da forma abc, onde a, b e ¢ pertencem ao
conjunto X = {1,2,3,4,5}. Observemos ainda que para quaisquer algarismos a, b, c,a’, V', ¢ €

X temos:

abc +a'b'd = (100a + 10b + ¢) + (100a’ 4+ 100" + ¢)
= 100(a+da")+10(b+ V) + (c+ )

De maneira geral, se R; é o valor da soma de todos os algarismos que aparecem na casa das
centenas, Ry é o valor da soma de todos os algarismos que aparecem na casa das dezenas

e R3 é o valor da soma de todos os algarismos que aparecem na casa das unidades, entao

S =100R; + 10R, + Rs.

Observemos ainda que fixado a € X, temos 5 possibilidades de escolha para o algarismo b e
também 5 possibilidades para ¢, de modo que existem 25 ntimeros cujo algarismo da centena é

igual a a. Como isso é valido para todo a € X temos que
Ri=) 25a=25) a=25x15=375.
aeX acX

O somatoério é um simbolo matematico que indica a soma de uma sequéncia de ntmeros.

Exemplo:
4

Zw:1+2+3+4:10

i=1

3
d ot =142 43 =14

i=1

Repetindo este argumento vemos que Ry = Ry = R3 = 375, de modo que

S =100 x 375+ 10 x 375 + 375 = 41625.



9.

10.

Resposta: A

Solu¢ao: Vamos usar a figura abaixo para orientar nosso raciocinio. Denote por E e F os dois
pontos da diagonal que sao conectados ao vértice A. Depois denote por G, H , [ e J os pés das
alturas dos subtriangulos ABFA, ABEA, AAEC e ADFC, respectivamente.

Queremos comparar as areas dos 6 subtriangulos obtidos pelo Elon. Do enunciado do problema

obtemos que:
DE EF BF 1

= = = - 1
BD BD BD 3 (1)
Agora, note que os triangulos ABAD, ABGE, ABHF sao semelhantes pelo caso angulo-

angulo. Isto implica que
FH BF FEG BE FH BF @)
AD BD AD BD EG BE

D A 1

3 >
3 Al

G

E
A G
Usando (1) e (2) deduzimos que
GE AD
HE == =% ®)

Como os triangulos ABFA, ABEA e ABDA tem mesma base BA, usamos essa informacao
junto com (3) para obter que os triangulos ABFA, AFEA e AEDA tém todos a mesma area.

De modo inteiramente andlogo, podemos usar (1) mais semelhanca dos triangulos ADJE,
ADIF e ADCB para deduzir que os triangulos ACED, AFEC e AFBC tém todos a mesma
area.

Afirmacgao: Os triangulos ABFA e ADEC tém areas iguais.

AD _ BC

De fato, basta ver que as bases BA e C'D sdo iguais e que HF = = JF, ou seja,

os triangulos tém mesma base e mesma altura.

Portanto, todos os 6 subtriangulos tém areas iguais.

Resposta: B

Solugao: Sejam V' o ntimero de jogos que terminaram com vitoria de alguma das equipes

e F o numero de jogos que terminaram empatados. Como foram disputados 7 jogos, entao

4
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12.

13.

14.

V + E = 7. Além disso, como cada jogo com um vencedor (independente de quem seja) dd um
total de 5 pontos, enquanto um jogo que terminou empatado da um total de 4 pontos, temos

5V +4F = 33. Obtemos entao um sistema linear

5V +4E = 33
V+E = 7

cuja solucao é

e assim 2 jogos terminaram empatados.

Resposta: D

Solu¢io: Como CE & bissetriz do angulo DC B, entéo os angulos DCE e BC'E séo congruentes.
Por outro lado, como os angulos DCE e BEC sao alternos internos, também sio congruentes.

Isto implica que BEC = ECB. Logo o tridangulo AEC B é isésceles, o que implica em
EB=CB=DA=14.

Portanto, DC' = AB = AF + EB = 6 + 14 = 20. Isto significa que o perimetro é AB + BC +
CD+DA=20+14+20+ 14 = 68.

Resposta: C
Solu¢ao: Como a é um expoente bom para 7 entao 2% = 7. Deste modo:
Jon (207 T 49
2 2 2

49
Ou seja, 2a — 1 é um expoente bom para TR

Resposta: A

Solugao: Partindo do vértice inferior a esquerda e no sentido horéario, some duas vezes e em
seguida subtraia para obter o nimero do centro do triangulo. Mantendo esse padrao, no quarto

triangulo teremos que o nimero no centro do triangulo é 7+ 18 — 5 = 20.

Resposta: D

Solugao: Seja C' o ponto onde a roda 1 toca a superficie plana no instante em que a roda 1
toca a roda 2. Além disso, seja D o ponto onde a roda 2 toca a superficie plana inicialmente.

A figura abaixo ilustra esta situagao.



Observamos que d(A, B) = d(A,C) +d(C,D) +d(D, B).
Como a roda 1 gira exatamente 3/8 de volta antes de tocar a roda 2, entdo d(A, C) é igual a
3/8 do comprimento da circunferéncia, isto é
3 3
d(A,C) = §27rr1 = §27r20 = 157 cm.
Ao ser tocada pela roda 1, a roda 2 se desloca exatamente duas voltas e para sobre o ponto B,
logo
d(D,B) =2 x 27mry = 2 x 2780 = 3207 cm.

Finalmente, para encontrar a distancia entre os pontos C' e D, consideremos novamente o
instante em que a roda 1 toca a roda 2. Sendo E e F' os centros da rodas 1 e 2, respectivamente,
e G o ponto de intersecdo da reta paralela ao segmento C'D que passa por E e o segmento FD.
Deste modo os vértices F, F' e G formam um triangulo retangulo. A figura abaixo ilustra essa

situacao.

)
o,

C

N

Notemos que a diagonal do triangulo AEFG é o segmento EF cujo comprimento é d(EF) =
20 4+ 80 = 100 cm, pois é a soma dos comprimentos dos raios das rodas 1 e 2. Além disso, por

construcao, o cateto EG tem comprimento d(F,G) = 80 — 20 = 60 cm pois é da diferenca entre



15.

os comprimentos dos dois raios. Finalmente, notemos que d(F,G) = d(C, D) por construgao e

que, pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

d(E,G) = +/d*(E,F)—d*(F,Q)
= V1002 — 602

= &0.
Ou seja, d(C, D) = 80 cm. Deste modo:

d(A,B) = d(A,C)+d(C,D)+d(D,B)
= 157+ 80 + 3207
— 3357+ 80cm.

Resposta: B

Solu¢ao: Denote por x a probabilidade de sair um nimero par e por y a probabilidade de sair

um nimero fmpar. O espago amostral é {{1}, {2},{3},{4}.{5},{6} 7. Deste modo devemos

ter que

P{1yu{2tu{3tu{4}u{5tU{6}) =1
P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = 1
y+rt+y+r+y+ar=1

3r+3y =1
1
x+y:§
Agora note que, pelo enunciado do problema, temos y = 4x. Segue que x +y =z + 4x =
quenoslevaax:iey:i.
15 15

O evento sair um numero menor ou igual a 3 é {1} U {2} U {3}.

Logo,

Py U{2tU{3}) =
P({1}) + P({2}) + P({3}) =

yt+r+y=

1
_’O
3



