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Histéria 1
e Pitdgoras (~ 570 — 495 av. J.-C.)

OO

un L AN ocxitopon
e ez [

e Teeteto de Atenas (~ 415 - 365 av. J.-C.)
Ry g - Platao (~ 428 - 348 av. J.-C))

DODECAHEDRON
ANEDNON
cos V=20 F=12 E=30

e Arquimedes (~ 287-212 av. J.-C.)
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Descartes, 1596-1650.
Teorema (Descartes, De solidorum elementis, ~ 1640)

Se tomarmos o dngulo raso como a unidade, entdo a soma dos dngulos de todas
as faces de um poliedro convexo é igual a duas vezes do niimero de vértices (V)
menos 2, isto & 2(V — 2)x.

O segmento ligando dois O poliedro esta totalmente
pontos do poliedro esta Poliedro convexo do mesmo lado do plano
sempre dentro do poliedro contendo qualquer face

/W]

J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy Uma prova elementar da “Férmula de Euler" | {UIESHFA0I LA\ [ lsf i) 3 /59



Histéria 2

Teorema (Descartes, De solidorum elementis, ~ 1640)

Se tomarmos o dngulo raso como a unidade, entdo a soma dos dngulos de todas
as faces de um poliedro convexo é igual a duas vezes do niimero de vértices (V)
menos 2, isto &, 2(V — 2)r.

Aqui V =8.
A soma dos angulos
de todas as faces

vale 2(8 — 2)m = 127
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Histéria 3

f

Tiar Meditirrane
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Histéria 3

e 1640 - Descartes escreveu seu manuscrito, ndo publicado..

e 1649 - Em Estocolmo, Descartes mora na @casa de Pierre CEECIEH}IE‘
(Embaixador da Franga em Estocolmo).

e 1650 - Morte de Descartes. — T
e 1653 - Chanut envia os manuscritos de Descartes para Paris de barco
em um cofre a Claude Clerselier, irm3o da Sra Chanut.

Chegando em Paris o barco afundou no rio Sena com o cofre.

O cofre é recuperado 3“dias depois.

Copenhague

e 1672 - Estadia de Leibnitz em Paris. -tsGtatide Clerselier, confidencia a Lelbmtz
os manuscrltbs de Descartes para publicar as obras de Descartes (ndo realizado).
® 1676 - Leibnitz retorna a Hanover com o manuscrito. Ele morreu em-1716.

e 1751°- 1753 Férmula de Euler. EUf&*&sta em Berlim.

e 1883 - Foucher de Care,;L,stE(mbalxador o Berlin Pologne
da Franca na Austrla Hungrmys Bas varsovt
autor de variasobras sobre Desqgnjﬁs ebelbnltz descobre

entre os documentos de Lgilpnltz S manuscrito de Descartes

grque Francfortsur-le-Main S raguc 3 Leibnitz
“sob a poeira antiga que os cobria 2 :

Lixémbourg * "_\ Tehequie ALY 1646 — 1716
e 1890 - Paris ' i

Note aux CRAS de Ernest de Fauque de Jonqu‘eres na qu»aimc
ele conta a histdria e afirma que Descartes descobriu a “férmula de Euler”.
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Histéria 4

Teorema (Descartes, De solidorum elementis, ~ 1640)

Se tomarmos o dngulo raso como a unidade, entdo a soma dos dngulos de

todas as faces de um poliedro convexo € igual a duas vezes do nimero V
de vértices menos 2, isto & 2(V — 2)m.

0 |

Descartes (1596 - 1650) Euler (1707 - 1783)
Férmula (Euler, 1751 - 1753)

Seja K um poliedro convexo com nimeros V' de vértices, A de arestas e
F de faces, entdo temos

V-A+F=2

J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy
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Histéria 4

¢ 0 b o

5 vértices 6 vértices 6 vértices 7 vértices
7 vértices 8 vértices 8 vértices

Hexaedros (6 faces) e 5,6,7 ou 8 vértices
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Descartes = Euler

Teorema (Descartes, De solidorum elementis, ~ 1640)

Se tomarmos o dngulo raso como a unidade, entdo a soma dos dngulos de
todas as faces de um poliedro convexo € igual a duas vezes do nimero V
de vértices menos 2, isto & 2(V — 2)m.

Teorema de Descartes = Férmula de Euler
Vamos calcular a soma S dos dngulos de todas as faces de um poliedro
convexo de duas maneiras.
Por um lado, o Teorema de Descartes diz que a soma S dos dngulos de
todas as faces do poliedro convexo vale S = 2(V — 2)7.
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Descartes = Euler

Por outro lado, sejam i =1,..., F as faces do poliedro convexo,
seja k; o nimero de arestas da face i".

k=5
ky = 4
ks =3
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Descartes = Euler

Em um triangulo, a soma dos dngulos vale 7.

Um poligono convexo de k; arestas pode
ser dividido em (k; — 2) tridngulos.

Ent3o a soma dos angulos de um poligono
convexo de k; arestas vale (ki — 2).
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Descartes = Euler
Por outro lado, sejam i = 1,..., F as faces do poliedro convexo,

seja ki o nimero de arestas da face “i".

A soma dos angulos de um poligono
convexo de k; arestas vale (kj — 2)m.

Ent3o a soma S dos angulos de todas as faces
do poligono convexo vale

Sk —2)m = (S, k) —2F)n

Agora, cada aresta é aresta de duas faces
do poliedro.

Entdo se A é o nmero de arestas,

temos Y1, ki = 2A

E temos S = (2A — 2F),

Conclusdo : S =2(V —2)1r = 2(A— F)m,

V-A+F=2
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Teorema (Descartes, De solidorum elementis, ~ 1640)

Se tomarmos o dngulo raso como a unidade, entdo a soma dos dngulos de
todas as faces de um poliedro convexo € igual a duas vezes do nimero de
vértices (V') menos 2, isto & 2(V — 2).

Férmula (Euler, 1751 - 1753)

Seja K um poliedro convexo com nimeros V' de vértices, A de arestas e
F de faces, entdo temos

V-A+F=2

e Teorema de Descartes = Férmula de Euler

e Primeira prova o . e Prova combinatéria
completa da férmula :
por Legendre (1794).

da férmula
por Cauchy (1811).
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A prova de Cauchy: “Operacdo I de Cauchy

Considere um poliedro convexo representando uma triangulacdo da esfera
S2. O primeiro passo é remover um tridngulo (aberto), o que significa ja

contar +1 por F. Esta operacdo cria um buraco B que estenderemos por
meio de duas operacdes, as “operacdes de Cauchy”.

AN
AN
A
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A prova de Cauchy: “Operacdo I de Cauchy

Considere um poliedro convexo representando uma triangulacdo da esfera
S2. O primeiro passo é remover um tridngulo (aberto), o que significa ja

contar +1 por F. Esta operacdo cria um buraco B que estenderemos por
meio de duas operacdes, as “operacdes de Cauchy”.

[
N
A
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A prova de Cauchy: “Operacdo I de Cauchy

Considere um poliedro convexo representando uma triangulacdo da esfera
S2. O primeiro passo é remover um tridngulo (aberto), o que significa ja
contar +1 por F. Esta operacdo cria um buraco B que estenderemos por
meio de duas operacdes, as “operacées de Cauchy".

Ml el (6l
e

Extens3o sucessiva do buraco B usando a operacdo | de Cauchy

A soma alternativa V — A+ F n3o muda.
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A prova de Cauchy: “Operacdo II" de Cauchy

Extens3o sucessiva do buraco B usando a operac3o Il de Cauchy

A soma alternativa V — A+ F n3o muda.

De acordo com Cauchy, ao final do processo de extens3o, resta apenas
um tridngulo para o qual: V- A+ F =3 -3+ 1 = 1. Adicionando o

tridngulo removido no inicio, obtemos, para a esfera S
V—-A+F=+2,
que é a férmula de Euler.
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Uma polémica

Considere a triangulacdo em que seguiremos a extensdo do buraco usando
operacdes de Cauchy
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Uma polémica

Estendemos o buraco usando operacées de Cauchy.
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Uma polémica

Estendemos o buraco usando operacées de Cauchy.
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Uma polémica

Se adicionarmos ¢ ao buraco, adicionamos V — A+ F=0—-2+1= —1.
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Contrdversias

e Lakatos faz vérias criticas (1976) “A Légica do Descobrimento
Matematico - Provas e Refutacdes’. em Portugués 1978 - Zahar Editores.

e Elon Lima : Matemética Universitaria (Dec. 1985) “Na realidade ha’ mais

quatro possibilidades que ndo foram mencionadas (por Cauchy) .

X@@X

(a) (d)

Buraco B com borda :/ Triangulo o, extensdo do buraco.

Elon Lima escreve que para evitar os trés primeiros casos, é necessario usar
resultados profundos da topologia algébrica.
Ele diz que a dltima situag3o (d) é obvia. De fato, neste caso a soma
alternada V. — A+ F =2 —3+ 1 n3o muda.
E ele conclui...
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Contrdversias

e Lakatos faz varias criticas (1976) “A Légica do Descobrimento
Matematico - Provas e Refutacbes’. em Portugués 1978 - Zahar Editores
e Elon Lima escreve em Matemética Universitaria (Dec. 1985) “Na

realidade ha mais quatro possibilidades que ndo foram mencionadas (por
Cauchy) ..."

K E B A

(a) (b) (d)

Buraco B com borda : / Tridngulo o, extensdo do buraco.

N3ao se pode. portanto. esperar obter uma demonstra
¢ao elementar do Teorema de Euler com a hipotese de que P e homeo

morfo a uma esfera, como fazem Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins

i.e. como faz Cauchy

Elon Lima, Matematica Universitaria, No 2 (1985).
J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy
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O Teorema

Seja G um poligono triangulado (finito) de R?, a caracteristica de
Euler-Poincaré de G é denotada por x(G) = Vg — Ag + Fg.

Teorema (cléssico 7, mas onde 77)

Seja G um poligono (finito) triangulado em R?, homeomorfo a um disco,

com (possivel) identificacdo de simplexos da borda Gy = 0G. Temos:

X(G) = x(Go) + 1.

Vi = nimero de vértices em G, by

A¢ = namero de arestas em G, bs

F¢ = nimero de faces em G,

X(G): \/G—Ag+Fg. by b
Vo = nimero de vértices em Gg, !
Ao = nimero de arestas em Gp, bs
x(Go) = Vo — Ao. be Ko
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Um exemplo

b

b3

b1 b5=b2

ba
Ko bs = b1

Neste exemplo, em Gy temos Vg = 4 vértices e Ap = 5 arestas, entdo

x(Go) =Vo—Ap=4-5=-1
X(G) = x(Go) +1=0.
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O Teorema

Teorema (-, Nguyén Thj Bich Thay)

Seja G um poligono (finito) triangulado em R?, homeomorfo a um disco,
com (possivel) identificacio de simplexos da borda Gy = 0G. Usando
apenas o método de Cauchy, podemos mostrar:

X(G) = x(Go) + 1.

Para falar a verdade, usamos também :

- seja uma cesta de salada (frangés),
ﬁ
- seja uma rede de pescador (vietnamita)

e sub-triangulagdes...
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Um Lema

Lema (A- Sub-triangulagdes)

Seja 0 um 2-simplexo de uma triangulacdo K de um poliedro e T um
segmento que divide o em duas partes.

Ent3o existe uma sub-triangulacio K’ de K tal que 7 é um segmento de
K’ e o ndmero V — A+ F n3o muda de K para K.

Ou temos a seguinte situagdo :

e e

Sub-triangula¢ées 1.
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Um Lema

Lema (A- Sub-triangulagdes)
Seja o0 um 2-simplexo de uma triangulacdo K de um poliedro e 7 um
segmento que divide o em duas partes.

Ent3o existe uma sub-triangulacdo K’ de K tal que T é um segmento de
K’ e o ndmero V — A+ F n3o muda de K para K'.

... ou a situagdo :

e e

Sub-triangulagées 2.

J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy

Uma prova elementar da “Férmula de Euler" [UIESHEAUISELE A\ [z wlsfnlopli] 27 / 59



Prova do Teorema.

Triangulacdo G do disco.
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Esquema da prova

© Vamos construir uma pirdmide,

@ a base serd a borda,
@ os niveis corresponderdo aos vértices do poligono,
@ o andar de cima serd um tridngulo t da triangulag3o.

@ Vamos criar um buraco no dltimo andar, removando o tridngulo t,
entdo ficamos com Vi vértices, Ag arestas e (Fg — 1) tridngulos.

© Vamos estender o buraco, descendo andar por andar e mostrar que
para cada etapa, de um andar ao andar inferior, a soma
Ve — Ag + (FG — 1) ndo muda.

@ Concluiremos a prova chegando a base da pirdmide.
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O levantamento do disco.
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A pirdmide 1.
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P

A pirdmide N (com planos horizontais).
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by
/Pn—l—l

A decomposicio L’ da pirAmide I1.
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by
/Pn—l—l

A sub-triangulacio L” da piramide I1.
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by
/Pn—l—l

A sub-triangulacio L” da piramide I1.
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by
/Pn—l—l

A sub-triangulacio L” da piramide I1.
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A sub-triangulacio L” da piramide I1.
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Segunda etapa da prova

Removamos o tridngulo (aberto) t = (u1, up, u3) do topo da pirdmide I1.
Resta V( vertices, Ag arestas e (Fg — 1) tridngulos.

Passagem de um andar ao andar inferior :

Suponha que o buraco ja tenha se estendido até o plano (andar) P;.
Mostramos que estender o buraco do plano P; até o plano Py ndo muda
asoma Vg —Ag + (Fg —1). Por isso vamos usar as operagdes de Cauchy.
Escolhemos um sentido de percurso = da faixa entre P; e Pj,;.

Ele induz o mesmo sentido de percurso das bordas que s3o circunferéncias
PN Tl e Py NTI. Temos vérias possibilidades de desenhos da faixa.

Bn Bo b1 Bn Bo P
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Segunda etapa da prova

Escolhemos um vértice ag da sub-triangulacdo L” de P; N T, que seja
vértice de ao menos duas arestas (g, ) onde 5 é um vértice de P;11 NTI.
Chamamos de 5y o ltimo destes vertices no sentido de percurso de

Piy+1 NT1 e chamamos de a3 o vértice seguinte de cg em P; N T1.

()[2 P,-ﬁl'l az P,-ﬁl'l
am  qp Q1 Um oy A1
A =
> Pip1nM = P 1NN
B2 B2
Bn BO 51 Bn 50 /81
Sim N3o

J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy Uma prova elementar da “Férmula de Euler" [UIESHEAU] S ELE A\ [oawlsfnlopli] 38 /59



Segunda etapa da prova

Tomamc.)As o tridngulo (go, a1, Bo) an PN
como tridngulo de partida. am  ap 1

Este tridngulo pode ser removido =~
pela operagdo (I) de Cauchy.

P
PN

1 Bn G B &

Na seguinte, respeitando o sentido de percurso, todos tridngulos do tipo
(e, Bj, Bj+1) podem ser removidos pela operagdo (1) de Cauchy....

Bo p1
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Segunda etapa da prova
... e todos tridngulos do tipo («j, 11, 3;) pela operagdo (II).

(67%) P;NMN
Qm g (o751 s

= Pip1N0

4 B p B &

Chegando ao fim, o dltimo tridngulo é sempre do tipo ag, B, Bo. Este
altimo tridngulo pode ser removido pela operagdo (I1) de Cauchy.

(6%) P;NMN
PNl

P2

5 /Bn /30 ﬁl
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A fim da prova

Assim mostramos que a cada etapa, i.e. passando do plano P;
ate o plano Pj;1, a soma Vg — Ag + (Fg — 1) ndo muda.

Chegando ao dltimo plano P11, e levando em conta as identificacbes da
borda, temos Vg — Ag + (Fg — 1) = Vo — Ao,

Ve —Ac+ Fec=W—Ay+1

O que é nosso teorema.
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Com Cauchy, vamos mostrar a férmula de Euler :

Férmula (Euler, 1751 - 1753)

Seja P um poliedro convexo com niimeros V' de vértices, A de arestas e

F de faces, entdo temos

V—A+F=2
G H
F F

E

B

) C D

B

O poliedro P. Tiramos uma face F...
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... e sendo o ponto w acima da face F, temos a projecdo estereografica:

w

e Tt NG H'

E/
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G’ H’

E B -

O poligono, representacio planar do poliedro P, resultado do processo de
projecdo estereografica.
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GI HI

J/

E’ B -

e a triangulagdo G do poligono.

O nosso teorema diz que pelo poligono G:

Ve —Acg+ Fc=Vo—Ag+1=+1.

Levando em considerac3do a face F que tiremos, obtemos pelo poliedro P

V—A+F=+2
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Exemplos de aplicacoes

Nos exemplos a seguir, vamos usar o nosso Teorema

Teorema

Seja G um poligono (finito) triangulado em R?, homeomorfo a um disco,
com (possivel) identificacdo de simplexos da borda Ky = 0G.
Usando apenas o método de Cauchy, temos: Vg — Ag+ Fc = Vo — Ao+ 1.

e o método de corte de superficies de Alexander Veblen (1915),
0 que necessita uma vers3o “curva” de nosso Lema:

Lema (B - Sub-triangulagdes)

Seja o um 2-simplexo de uma triangulacdo K de uma superficie e v uma
curva que divide o em duas partes.

Ent3o existe uma sub-triangulacdo K’ de K tal que v é uma aresta de K’
e o nimero V — A+ F n3o muda de K para K'.
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Coroldrio 1 - A esfera

Seja K uma triangulacdo da esfera S2.
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Coroldrio 1 - A esfera

Seja K uma triangulacdo da esfera S?. Consideramos quatro curvas na

esfera: o equador E, e trés curvas 1, 2 € y3, indo do polo norte N ao

equador E ao longo dos meridianos. N6s notamos aj, i = 1,2, 3, os pontos
de intersecdo v; N E.

J.-P. Brasselet / Nguyen T. B. Thuy

Uma prova elementar da “Férmula de Euler"

UFSJ, UFLA | Nov. 25, 2020 46 / 59



Coroldrio 1 - A esfera

Seja K uma triangulacdo da esfera S?. Consideramos quatro curvas na

esfera: o equador E, e trés curvas 1, 2 € y3, indo do polo norte N ao
equador E ao longo dos meridianos. N6s notamos aj, i = 1,2, 3, os pontos
de intersecdo v; N E. Usando o Lema B, podemos construir uma

subtriangulacdo K’ da triangulacdo K compativel com as quatro curvas.
O Lema diz que a soma V — A+ F n3o muda.

N

P
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Coroldrio 1 - A esfera

Usando uma faca, cortamos a esfera como a pele de uma laranja,
ao longo das curvas v1, 72 € 73,

N N N

3 73
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Coroldrio 1 - A esfera

Depois, projetamos a figura no plano que contém o equador por uma
bijecdo na imagem. Obtemos uma representacdo plana G da esfera,
homoméorfica a um disco e com identificacées dos simplexos da borda Gp.

N N
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Coroldrio 1 - A esfera

O Teorema diz que temos

Ve —Ac+ Fe=W—-Ay+ 1.

O vértice N é comum a todas as curvas ~;. Ele dd +1 para V.

Para cada curva 7; temos o mesmo niimero de vértices e segmentos:
Vi — AV = (.

Ent3o nés temos Vy — Ap = +1 e, pela triangulacdo K da esfera

V—A+F=+2.
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Corolério 2 - O toro

Dada uma triangulagdo K do toro, consideramos um meridiano M e um
paralelo P cruzados no ponto x. Consideramos uma sub-triangulacdo K’
de K tal que para cada simplexo o, as intersecoes c N M e 0 N P sejam
simplexos de K’. Pelo Lema B, a soma V — A+ F n3o muda.

Usando uma tesoura para cortar ao longo de M e P obtemos a figura...
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Corolério 2 - O toro

A A
h
f f
e e
A

a b ¢ d

Uma representacao plana do toro.

Temos:

V-A+F= V()—Ao+1:0.
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Coroldrio 3 - O toro T, de género g.

ai
by b
ar al
by by
as
a1
bs by
as Gil
by
- 33 an
by bo
as

xX(T3) = —4
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Corolario 3 - O plano projetivo

O plano projetivo P2 é o conjunto de todas as retas do espaco euclidiano R3
passando pela origem. Uma maneira para representar o espaco projetivo é
considerar em R3 o quociente da esfera S? de raio 1 pela simetria relativamente
ao centro da esfera.

As retas do plano Oxy encontram a semiesfera norte em dois pontos
diametralmente opostos, que temos que identificar. Obtemos uma representacio
do espaco projetivo P?, como a semiesfera norte com identificacio de pontos

diametralmente opostos em sua borda.
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Corolario 3 - O plano projetivo

Sendo uma triangulagdo qualquer K do plano projetivo, ela é simetrica

relativamente ao centro da esfera. Usando o Lema B, é possivel definir uma
sub-triangulacio K’ compativel com o equador.

527 =,

Com uma projecdo no plano do equador, obtemos um disco triangulado D com
identificacbes na borda.
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Corolario 3 - O plano projetivo

Com uma projecdo no plano do equador, obtemos um disco triangulado K com
identificacGes na borda.

B A
e
h
f
gx £
f
h e
A

d ¢ b a
Uma representacdo plana do plano projetivo.
Vo — Ap = 0.

Ent3o, pelo plano projetivo, temos V — A+ F = +1.
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Corolério 5 - A garrafa de Klein.

A A
e
f'
g

f
h e
A A

4 b ¢ d
Uma representacdo plana da garrafa de Klein.
Na borda Kp, temos Vy — Ag = —1.
Ent3o pela garrafa de Klein V — A+ F =0.
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Corolario 6 - O toro pingado
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O toro pingcado

Na borda Kp, temos Vo — Ag = 0.
Ent3o pelo toro pingado, temos V — A+ F = +1.
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Muito obrigado pela atencao

Merci beaucoup pour votre attention

Cam on ban rat nhiéu vi su quan tam cta ban
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