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Efeitos dos parametros no modelo SISa
para estados emocionais

Ana Claudia Pereira !
Eliza Maria Ferreira?
Graziane Sales Teodoro®
4

Ricardo Edem Ferreira

Utilizando um mesmo modelo matemaético é possivel descrever o comportamento de di-
versos fenomenos, fazendo pequenas adaptacoes quando necessarias, ja que muitos desses
apresentam comportamentos semelhantes. Neste trabalho, o modelo classico de doenca in-
fecciosa suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) foi modificado com o intuito de representar a
disseminacao de emocgoes, considerando que as emogoes podem ser contraidas tanto espon-
taneamente quanto por transmissao. O modelo apresentado, conhecido como SISa, difere
do modelo SIS tradicional pela coexisténcia de dois estados emocionais (o equivalente a
um modelo com duas doengas sem superinfecgdo) e também pelo contdgio espontaneo.
Devido ao contagio espontaneo nao faz sentido o célculo do niimero de reprodugao basico
Ry. Esse modelo possui trés classes, neutros, N, contentes, C e descontentes, D e foi
baseado em [1]. Veja o modelo a seguir:

(N = (1—=N)B—(B.C+ B4D)N — (ac+ aq)N + g.C + g4D
—((1 = N)5, — 6.C — 6,D)N
C = —BC+B.CN + a.N — g.C — 5.4DC + $43.CD )
—((1 =)o, — 6,N — 6,D)C
D = —BD+ B4DN + agN — g4D — $4.CD + 5,4DC
\ —((1 = D)é4— 6,N — 6,C)D.

Veja na tabela a descricao dos parametros utilizados no modelo.
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Parametros | Descricao

6] taxa de natalidade da populacao

Be, Ba taxas com que individuos neutros passam para classes infectadas
G, Qg taxas de mudanga espontanea de neutro para as classes infectadas
9oy 9 taxas de retorno a classe neutra

On, 0. € 04 | taxas de mortalidade

Sed, Sde taxas de mudanca entre classes de infectados

Tabela 1: Parametros do modelo

Neste trabalho analisaremos como a relagao entre os parametros afeta a dinamica do

modelo abordado.
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Compactificacdo de Stone-Cech

Ana Cristina Porto Silveira '

Orientador: Sérgio Guilherme de Assis Vasconcelos?

No decorrer deste trabalho, abordaremos o conceito de compactificacao de Stone-
Cech. Esta foi construida independentemente por M. Stone e E. Cech em 1937 e possui
diversas aplicagoes na analise moderna. A compactificacao por um ponto é, de alguma
forma, a compactificacao minima de X. O nosso objeto de estudo, a Compactificacao de
Stone-Cech, é a compactificacio méxima de X.

Primeiramente, retomaremos os conceitos de compactificacao e de espagos completa-
mente regulares, que nos serao uteis ao decorrer deste trabalho. Uma compactificagcao
de um espaco X é um espaco compacto Hausdorff Y contendo X como subespaco tal
que X = Y. Duas compactificacoes Y; e Y, de X sao ditas equivalentes se existe um
homeomorfismo h : Y; — Y; tal que h(z) = z para todo x € X.

Um espago X ¢é dito completamente regular se os conjuntos unitarios sao fechados em
X e se para cada ponto zg e cada conjunto fechado A, com zy ¢ A, existe uma fungao
continua f : X — [0, 1] tal que

flzg)=1e f(A) ={0}.

Todo espaco compacto Hausdorff é normal, isto é, separa fechados. Logo, pelo Lema
de Urysohn, sao completamente regulares. Assim, se X possui uma compactificacao, sendo
subespaco de um compacto, é também completamente regular. Por outro lado, se X é
completamente regular, entao X tem uma compactificacao . Para isso, basta fazermos um
mergulho de X no espaco Y = [0, 1]”, que nos dard uma compactificacio de X e, entdo
chamaremos Y de compactificacao induzida pelo mergulho h.
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Critérios de Divisibilidade

Athos de Azevedo Pereira '

Neste trabalho, veremos como construir, para nimeros escritos na base decimal,
critérios de divisibilidade por um inteiro qualquer d > 1. Para isso, usaremos congruéncias
e a ordem de 10 moédulo d para explicar a construcao desses critérios. Exibiremos alguns

critérios que serao tuteis e outros nem tanto, mas que podem ser aplicados computacio-
nalmente.
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Cocaracteres de uma Pl-algebra via a acao dos
grupos S5, e GL,,

Breno Oliveira Souza '

Sejam F' um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e A uma PI-algebra.
Para cada n € N, consideramos o espaco P, dos polinomios multilineares de grau n, sobre
o qual o grupo simétrico S,, age naturalmente permutando as variaveis. A partir dessa
acao, define-se o n-ésimo cocaracter de A, denotado por y,(A), cuja decomposi¢do em
caracteres irredutiveis de .5, fornece informacoes relevantes sobre a estrutura da algebra,
particularmente de sua sequéncia de codimensao.

Neste trabalho, buscamos estudar as multiplicidades m, na decomposigao de x,(A),
por meio de idempotentes essenciais associados as tabelas de Young e vetores de altura
maxima, construidos a partir da estrutura de GL,,-moédulo na algebra dos polinomios
multihomogéneos. Essa estrutura permite que o espaco dos polinomios homogéneos de
grau n seja decomposto como soma direta de submoddulos irredutiveis W,, (), associados
a particoes A F n. O estudo dessas representagoes refina a andlise dos cocaracteres, pos-
sibilitando identificar quais parti¢des contribuem com multiplicidade nao nula, utilizando
técnicas combinatorias e a teoria de representagoes de dlgebras simétricas.

Palavras chaves: Cocaracteres, Idempotente essencial, Multiplicidade.
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Equacao de Klein-Gordon com fronteiras modveis:
uma abordagem em coordenadas hiperbdlicas

Bruno Rabelo Finéchio !

Helvécio Geovani Fargnoli Filho?

A equagao de Klein-Gordon unidimensional ¢ um modelo fundamental para a descrigao
de particulas escalares relativisticas. No cendario tradicional de um poco de potencial infi-
nito com paredes fixas, as solucoes sao bem conhecidas e constituem uma base importante
para a compreensao de sistemas quanticos confinados. No entanto, quando uma das pa-
redes do pogo se move, a situagao torna-se significativamente mais complexa, uma vez
que as condicoes de contorno passam a depender explicitamente do tempo, dificultando
a separacao de varidveis e a obtencao de solugoes analiticas. Neste trabalho, aborda-
mos especificamente o caso em que uma das paredes se afasta com velocidade constante.
Demonstramos que, por meio de uma transformacao para coordenadas hiperbdlicas, é
possivel simplificar drasticamente a formulacao do problema. Essa mudanca de variaveis
permite reescrever a equacao de Klein-Gordon original em uma forma matematicamente
tratavel, na qual as varidveis podem ser separadas. Como resultado, tornou-se viavel
construir uma familia infinita de solucoes exatas, tanto para o caso massivo quanto para
0 caso sem massa. Esse resultado nao apenas fornece um conjunto explicito de solugoes
para um problema com fronteira mével, mas também evidencia o poder das coordenadas
hiperbdlicas como ferramenta para transformar problemas de evolucao temporal com con-
tornos dinamicos em problemas equivalentes com contornos estaticos. Em suma, o traba-
lho ilustra como técnicas geométricas e transformacoes inteligentes podem ser empregadas
para resolver problemas nao triviais em fisica teorica, oferecendo insights valiosos para o
estudo de sistemas quantico-relativisticos em contextos dinamicos e nao estacionarios.
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O Teorema de Seifert - Van Kampen

Damata, Carlos Eduardo !
Benedini Riul, Pedro?

Resumo: A topologia enquanto ciéncia e linguagem, tem sido um dos campos de
pesquisa mais influentes e promissores da matematica do século XXI. Embora suas origens
possam ser rastreadas por centenas de anos levando a Franga da Guerra Franco-Prussiana,
foi Poincaré quem, “deu asas a topologia” em uma série classica de artigos publicados na
virada do século. [1]

Embora que, alguns conceitos que usamos hoje tenham sido cunhados por ideais ma-
tematicos do século XIX, a topologia algébrica, que é a parte principal deste trabalho, com
defini¢oes precisas e demonstragoes mais coesas e corretas, sé comecou a ser trabalhada
no inicio do século XX sendo relativamente nova na historia.

Neste trabalho, o objetivo é estudar o Teorema de Seifert - Van Kampen, um re-
sultado central na teoria do primeiro grupo de homotopia, mais conhecido como Grupo
Fundamental. O Teorema de Seifert-Van Kampen é utilizado para determinar o grupo
fundamental de um espaco topoldgico X que seja reuniao de subespacos abertos em X,
cuja intersecao é conexa por caminhos e com grupos fundamentais conhecidos. Utilizando
o Teorema de Seifert-Van Kampen ¢ possivel calcular o grupo fundamental de uma classe
bastante grande de superficies fechadas (orientéaveis ou nao).

Para este trabalho, assume-se conhecimento prévio de topologia geral e de &algebra.
Para mais detalhes, consulte [2], [3].
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Implementacoes Didaticas de RSA e ECC-ElGamal:
Uma Comparacao Conceitual de Eficiéncia

Diego Alves' Carolina Cheik? Kailainy Silva® Neila Oliveira® Divane Dantas®

A criptografia desempenha papel fundamental na seguranga da informacao em uma
sociedade cada vez mais digital. Entre os métodos assimétricos, destacam-se o RSA, ba-
seado na dificuldade da fatoragao de inteiros, e a criptografia de curvas elipticas (ECC),
fundamentada no problema do logaritmo discreto em curvas elipticas [1, 2|. Este traba-
lho apresenta implementacoes didaticas em Python de ambos os algoritmos, utilizando
parametros simplificados, a fim de ilustrar seu funcionamento e realizar uma comparagao
conceitual de eficiéncia em termos de tempo de execucao, memoria e uso de CPU. Além
disso, usamos [3] nas implementagoes.

A seguranca da informacao consolidou-se como area essencial frente ao crescimento das
comunicagoes digitais. O RSA, proposto em 1977, constitui-se como o sistema assimétrico
mais difundido, enquanto a ECC, introduzida por Koblitz e Miller em meados da década
de 1980, representa uma alternativa mais recente, com vantagens documentadas em termos
de eficiéncia para niveis equivalentes de seguranga [4, 5]. Diversos trabalhos comparativos
evidenciam que, quando se utilizam chaves de tamanho realista, a ECC supera o RSA
tanto em custo computacional quanto em memdria [6].

A metodologia adotada neste estudo envolveu trés etapas: implementacao do RSA
em Python, incluindo geracao de chaves, codificacao de mensagens e criptografia modular
[7]; implementacao da ECC com base no esquema de ElGamal sobre uma curva eliptica
definida em corpo finito de pequena ordem [5]; e anélise computacional, com medigoes de
tempo, memoria e CPU, utilizando as bibliotecas time, tracemalloc e psutil, em linha
com estudos experimentais na area [6].

As implementagoes foram executadas em Python (versao 3.13.7), em uma méquina
com processador Intel Core i7, 8 GB de RAM e sistema Windows 10 Pro, tendo como
mensagem de teste a expressao MATEMATICA APLICADA. Para o RSA, cada
bloco M foi criptografado por C' = M¢ (mod n) e decriptado por M = C?¢ (mod n). J4
na ECC, aplicou-se o esquema de ElGamal sobre a curva y* = 2® +5x — 3 (mod 29), com
parametros (a = 5,b = —3,p = 29) e ponto gerador P = (4,9), assegurando a correta
recuperacao do texto apos a decriptacao.

Os resultados médios registrados indicaram, para o RSA, tempo de execucgao de 17,6
s, consumo de memoria = 38,62 MB e uso de CPU entre 11% e 13%. J4 o ElIGamal-ECC
apresentou tempo de 15,370 s, meméria de 38,63 MB e uso de CPU entre 12% e 14%.
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Comparacéo de Uso de CPU durante execugao (ECC vs RSA)

Figura 1: Grafico Comparativo

Nestas condigoes simplificadas, o ECC mostrou menor tempo de execugao. Além disso,
conforme a literatura, quando se considera a equivaléncia de seguranga (e.g. RSA-3072
vs ECC-256), a ECC apresenta desempenho superior, especialmente em dispositivos com
recursos limitados [2, 5, 6].

Assim, este estudo cumpre um papel de ilustracao conceitual, evidenciando como a
escolha dos parametros influencia a eficiencia computacional dos métodos assimétricos.
Os testes realizados confirmam que, mesmo em simulagoes didaticas, com chaves menores,
o ECC se mostra vantajoso em relagao ao RSA no que se refere ao tempo de execucao.

Palavras-chave: Criptografia, RSA, ECC, Matematica Aplicada, Implementacao Com-

putacional.
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Polinémios primitivos em corpos finitos

Conrado Rigotti de Carvalho !

José Alves Oliveira®

A Teoria de Corpos Finitos é uma édrea que vem ganhando grande importancia nas
ultimas décadas, especialmente pela sua vasta aplicabilidade, como teoria de codigos,
criptografia e combinatéria. O objetivo deste trabalho é explorar os polinémios primitivos,
uma classificacao especial para polinomios irredutiveis, topico de grande importancia para
os estudos da érea, tendo como foco o Teorema 1, proposto em [1].

Teorema 1 Um polinomio f € Fy[z| de grau m é um polinomio primitivo em F, se, e
somente se, f € monico, f(0) # 0 e ord(f) =q¢™ — 1.

Também serd usado para a base tedrica o manuscrito [2], extraido do livro produ-
zido pelos autores junto da professora Luciane Quoos Conte intitulado Corpos Finitos:
Polinomios e Aplicagoes, disponivel em [3], o qual também sera usado.
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Modelagem Matematica do Cédigo Genético
via Espacos Projetivos e Teoria de Designs
Combinatodrios

Débora Barbosa Souza *
Anderson José de Oliveira?

Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz3

O cédigo genético pode ser relacionado aos sistemas de comunicagao digitais no sentido
de armazenar e transmitir informacoes, estando estas sujeitas a interferéncias que podem
acarretar mutagoes [1, 2]. Assim como nos sistemas digitais, essas informagoes precisam
ser corretamente interpretadas para garantir o funcionamento adequado do organismo.

No ntcleo das células encontram-se os cromossomos, responsaveis por carregar a in-
formacao genética em moléculas de DNA (dcido desoxirribonucleico). No processo de
transcri¢cao, o DNA é copiado para a formacao de RNA (4cido ribonucleico), que é trans-
portado para o citoplasma, onde sera lido pelos ribossomos para a producao de proteinas.
Durante a traducao, o RNA é lido em grupos de trés bases nitrogenadas (adenina, gua-
nina, citosina ou uracila - que substitui a timina presente no DNA), chamadas cédons, os
quais codificam os aminodcidos necessarios a formacao das proteinas [3].

A organizacao dos cédons, fundamental para a sintese correta das proteinas, pode
ser representada por meio de diagramas de Hasse, que os dispoem de acordo com sua
associacao algébrica [4]. Nesses diagramas, cada aresta corresponde & distancia de Ham-
ming entre dois cédons, permitindo explorar propriedades de reticulados booleanos e
identificar padroes relacionados a possiveis mutagoes na estrutura do DNA. Essa repre-
sentacao grafica revela a ordem estrutural dos codons e sua relacao com as propriedades
dos aminodcidos.

A estrutura do codigo genético também pode ser estudada no contexto de espagos
projetivos, definidos como o conjunto de todos os subespagos vetoriais de ;" e denotados
por P(F ;”) Para a construcao de codigos de subespacgos, associa-se a esse espago uma

métrica, sendo adotada a distancia de subespaco. E possivel construir um diagrama de
Hasse para ]P’(IF;”) considerando a relagao de ordem =, onde 57 < S5 se, e somente se, Sy é
um subespago de S5. Dois subespagos 57 e S5 estao conectados no diagrama se, e somente
se, um é subespago do outro e suas dimensoes (dim) diferem exatamente em uma unidade,
isto é, dimSy; = dimS; +1 ou dimS; = dimSs + 1. Nesse caso, o diagrama de Hasse
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permite interpretar a distancia de subespaco entre dois subespacos como o comprimento
do caminho minimo (geodésica) que os conecta [5].

Como os cdédons sao formados por 64 combinagoes possiveis, eles podem ser associados
a0 espaco projetivo P(Fg), construido a partir do espaco vetorial sobre o corpo Fy. Esse
espaco vetorial contém todos os vetores com seis coordenadas bindrias, totalizando 26 = 64
vetores.

Para organizar e estudar a distribuicao desses elementos, recorre-se a teoria de designs
combinatorios, que descreve como dispor elementos de um conjunto finito em subconjuntos
distintos, obedecendo a propriedades especificas [6].

Dessa maneira, o objetivo deste trabalho é estabelecer e apresentar possiveis relacoes
entre os diagramas de Hasse do codigo genético e dos codigos de subespago, recor-
rendo também a teoria dos designs combinatérios, para facilitar a andlise de fenomenos
bioldgicos e possivelmente identificar mutagoes genéticas, contribuindo para avangos em
areas da Matematica, Biologia e Engenharia.
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Educacao Financeira? Uma Analise Praxeoldgica do
Livro Didatico do 7’ ano

Débora Perizato !

Angela L. Moreno 2

A Educacao Financeira, segundo Destefani [1], é um assunto a ser discutido desde a
infancia e, independente da classe social em que se encontram, os pais sao conscientes da
importancia deste tépico, sendo poucos os que consideram cedo para introduzir o assunto.
Como ponto de partida, a capacitagao financeira se torna o primeiro passo da Educagao
Financeira para desenvolver habilidades de gerenciamento do orcamento pessoal.

Durante a Educacao Bésica, o LD (livro didatico) desempenha um papel crucial nas
aulas de Matematica, funcionando como uma ferramenta que auxilia tanto professores
quanto alunos na construcao do conhecimento. Apesar de sua importancia, muitos edu-
cadores acabam se restringindo exclusivamente ao material didatico fornecido pelas escolas
por ser o instrumento mais disponivel nas institui¢oes. Vale lembrar que a alta demanda
e a sobrecarga dos professores também implicam na inibicao de tempo hébil para uma
analise minuciosa do LD a ser utilizado durante a regéncia e, assim como descrito por
Macédo, Brandao e Nunes ([2], p.84) “[...] a escolha do livro deixa a desejar, pois o
Estado interfere de forma negativa, oferecendo aos professores poucas opgoes de escolha,
num intervalo de tempo insuficiente para sua analise criteriosa”.

Entre as diversas formas de se analisar o LD temos a Anélise Praxeolégica, baseada
na Teoria Antropolégica do Didéatico (TAD) introduzida por Chevallard [3] e deriva das
palavras gregas: praxis, que significa agoes e se refere ao bloco pratico do saber-fazer;
e logos, que significa a parte racional e logica se referindo ao bloco tedrico desse saber-
fazer. Tal andlise identifica os parametros tarefas(T)-técnicas(7) (bloco pratico), em que
as tarefas se relacionam ao objeto do saber e exigem o uso de uma ou mais técnicas
para sua execucao adequada, e teoria(f)-tecnologia(©) (bloco tedrico), na qual a teoria
fundamenta a tecnologia, que por sua vez, tem o propésito de justificar as técnicas para
a execucao das tarefas. Consequentemente, para identificar tanto tarefas-técnicas quanto
teorias-tecnologias, é necessario analisar as habilidades descritas nos documentos oficiais
norteadores, concomitantemente com a revisao dos contetidos presentes no LD.

Deste modo, foram explorados documentos oficiais como os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs) [4], Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [5] e Curriculo Re-
feréncia Minas Gerais (CRMG) [6] com a finalidade de identificar habilidades que de-
senvolvam a capacitagao financeira no 7° Ano do Ensino Fundamental. No PCN cita a
Matematica Financeira apenas quando se refere ao tema proporcionalidade e expoe um
trecho sobre Matematica Comercial e Financeira com célculo de juros simples e compostos.
A revisao da BNCC elenca a habilidade EFOTMAO02 referente a Matematica Financeira no
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7° Ano e o CRMG separa tal habilidade em duas habilidades distintas como EFOTMA02A
e EFOTMAO02B, além de inserir as habilidades EFOTMA38MG e EFOTMA39IMG.

Ao fim da inspec¢ao dos documentos oficiais, a colecao escolhida para realizar a analise
praxeoldgica foi o livro do 7° Ano da colegao Telaris Essencial 7] e, com isso, foi desen-
volvida a tabela abaixo que elenca as técnicas e respectivas tarefas.

Tabela 1: Exemplos de tarefas e suas respectivas técnicas apresentadas no LD.

Tarefa Técnica

Ty : Representar depositos 77 : Utilizar niimeros inteiros positivos para depdsitos e niimeros inteiros

e saques negativos para saques

Ty : Calcular acréscimos 7g : Calcular porcentagem de acréscimo usando fragao na base 100 para
entao somar com o valor inicial
79 : Calcular porcentagem de acréscimo somado com 100% do que j4 se
tinha usando fracao na base 100

T : Calcular inversao pro- 712 : Comparar duas grandezas analisando o fator de proporcionalidade

porcional monetdria

O LD analisado apresenta 8 tarefas e 13 técnicas com o tema Matematica Financeira e
a maioria das tarefas apresentam apenas uma técnica. Nao obstante, é necessario salientar
que tal relacao um para um de tarefa-técnica é um problema a ser enfrentado pelo pro-
fessor, uma vez que ¢ crucial ofertar multiplos caminhos para uma melhor aprendizagem,
tendo em vista que cada pessoa detém um processamento cognitivo diferente [8]. Vale
considerar que durante toda a revisao, tanto dos documentos oficiais norteadores quanto
do LD, nao é exposto, apresentado ou debatido o tema Educagao Financeira.
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Uma Equagao Diferencial Binaria (EDB) é uma Equagao Diferencial Implicita que
define até duas direcoes no plano. Neste trabalho tratamos de EDB’s da forma

a(z,y)dy* + 2b(x, y)dydz + c(z,y)dz* = 0 (1)

com a, b e ¢ funcoes suaves em um aberto U C R2.

A equacao das linhas de curvatura e curvas assintéticas sao exemplos de EDB’s da
forma (1), logo é possivel usar os resultados estudados para conhecer seu comportamento
em superficies [1][2]. De fato, dada uma superficie regular M C R3, tome uma parame-
trizacao local  : U — M com U aberto em R?. Para essa parametrizacao, temos que
a equagao das linhas de curvatura ¢ dada por (fE — eF)du® + (gFE — eG)dudv + (gF —
fG)dv? = 0 e das linhas assintéticas é dada por edu® + 2 fdudv + gdv*> = 0, onde E, F e G
sao os elementos da primeira forma fundamental e e, f e g sdo os elementos da segunda
forma fundamental [3].

Nesse trabalho, também é estudado o comportamento das EDB’s das linhas de curva-
tura de superficies no Espago de Minkowski R? [4].
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NORA: Assistente Virtual

Filipe Augusto da Silva Bem !
Mariane Moreira de Souza 2

Angela Leite Moreno 3

Assistentes Virtuais Inteligentes (AVIs) tém se consolidado como ferramentas essenci-
ais na automacao de atividades cotidianas, proporcionando conveniéncia e eficiéncia em
diversas tarefas do dia a dia. Com o avanco tecnoldgico, essas solucoes, fundamentadas
em inteligéncia artificial e aprendizado de maquina, possibilitam que os usudrios reali-
zem atividades simples, como agendar compromissos e gerenciar dispositivos domésticos,
somente por meio de comandos de voz [1].

A popularidade das AVIs é evidenciada por estudos que indicam que uma parte sig-
nificativa da populacao ja as utiliza regularmente, ressaltando a percepcao de que esses
assistentes tornam as interagoes mais ageis e simples em comparacao aos métodos tradi-
cionais. Além disso, a combinagao das AVIs com a Internet das Coisas (IoT) permite a
construcao de residéncias conectadas, onde acoes como acender luzes ou trancar portas
podem ser realizadas remotamente. Essa automagao nao somente melhora a eficiéncia das
tarefas didrias, mas também contribui para um ambiente mais seguro e controlado [2].

A motivagao deste trabalho nasce da convicgao de que a tecnologia, especialmente a
computacao, existe para facilitar e melhorar a vida das pessoas. Inspirado pela necessi-
dade de tornar as tarefas diarias mais simples, acessiveis e eficientes, o desenvolvimento
da inteligéncia artificial Nora busca justamente reduzir o esforco fisico e mental envolvido
em atividades repetitivas ou complexas. Afinal, a verdadeira razao de existir dos com-
putadores é servir como ferramentas que ampliam as capacidades humanas, promovem
inclusao e possibilitam que todos possam dedicar seu tempo e energia ao que realmente
importa, seja no aspecto profissional ou pessoal.

Nesse contexto, este trabalho visa apresentar o protétipo da Nora, uma assistente
virtual desenvolvida para otimizar tarefas cotidianas por meio de comandos de voz, utili-
zando técnicas de aprendizado de maquina e inteligéncia artificial. Os objetivos especificos
que nortearam o desenvolvimento incluiram: investigar o uso de comandos de voz para
a execucao de tarefas simples e repetitivas, como buscas na internet; avaliar como a
automacao pode aumentar a eficiencia do usudrio ao permitir a realizacao de multiplas
tarefas simultaneamente; e examinar o potencial dos comandos de voz como ferramenta de
auxilio em estudos e pesquisas. Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar o protétipo
da Nora, uma assistente virtual, desenvolvida utilizando aprendizado de maquina e inte-
ligéncia artificial para otimizar tarefas cotidianas por comandos de voz.

A arquitetura do protétipo Nora foi desenvolvida em torno de um fluxo de trés médulos
principais: entrada, processamento e geragao de resposta.
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O processo inicia-se com o mddulo de Processamento de Linguagem Natural (PLN),
que lida com a entrada por voz do usuario. Quando o usudrio emite um comando, a
assistente primeiramente realiza uma limpeza do ruido do audio captado para garantir
maior precisao. Em seguida, o audio limpo é convertido em texto, e o sistema reconhece
a pergunta ou instrucao contida nesse texto.

Uma vez que o comando é compreendido, o moédulo de processamento e compreensao,
focado na anélise de conteido web, é ativado. A Nora executa uma busca no Google com
base na solicitacdo do usuario. A partir dos resultados, o sistema é programado para
extrair o texto contido no primeiro resultado considerado relevante.

Finalmente, no modulo de geragao de resposta, a informacao textual extraida da in-
ternet é processada e passa por uma conversao para audio. Essa resposta sintética é entao
apresentada ao usuario, completando o ciclo de interacao. Dessa forma, a Nora compde
um sistema que processa linguagem natural falada e retorna informacao contextualizada
extraida diretamente da internet.

O protétipo da assistente virtual Nora ja possui uma gama funcional e diversificada
de comandos. Para o controle da proépria aplicacao, o usuario pode pausar a captacao
de audio e encerrar o programa. Na area de produtividade, a assistente pode realizar
gravacoes, gerar relatérios e gerenciar lembretes e alarmes. Uma de suas funcionalidades
mais extensas é a capacidade de abrir uma vasta lista de programas e aplicacoes, que vao
desde ferramentas do sistema como Bloco de Notas, Calculadora, Paint e Explorador de
Arquivos, até navegadores de internet como Google Chrome, Mozilla Firefox e Microsoft
Edge, além de softwares de entretenimento e trabalho como Spotify, Word, PowerPoint,
Excel, Discord e Steam. A Nora também pode realizar buscas na web e tocar musicas,
gerenciar comunicagoes via WhatsApp, fazer ligagoes e apagar contatos, e executar agoes
como tirar fotos e utilizar o GPS.

O desenvolvimento do protétipo da Nora evidencia o potencial da aplicacao de in-
teligéncia artificial e aprendizado de maquina para criar ferramentas que facilitam as
atividades diarias. A assistente virtual consegue interpretar comandos de voz, buscar
informagoes relevantes na internet e fornecer respostas em forma de audio, cumprindo
o objetivo de otimizar tarefas e reduzir o esforco do usuario. Os resultados atuais sao
promissores e estabelecem uma base para futuras expansoes, como a integracao com mais
dispositivos e o aprimoramento da capacidade de compreensao contextual.
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Nos ultimos anos, o estudo das matrizes vem ganhando destaque nos livros didaticos
brasileiros do ensino médio, por sua ampla aplicabilidade em diversas areas de conheci-
mento. Neste trabalho, apresentamos a proposta de um recurso educacional voltado ao
Ensino Médio [1]: um projeto de Iniciacdo Cientifica Jinior (PIBIC-Jr) com foco no es-
tudo de matrizes, que pode ser utilizado por professores de Matematica para participarem
dos editais de Iniciacao Cientifica Junior lancado pelas FAP’s, CAPES, CNPq ou outras
ageéncias de fomento, estimulando assim os professores de matematica a incorporarem em
seu cotidiano a pesquisa com estudantes do ensino médio, desenvolvendo o pensamento ci-
entifico e o espirito questionador em seus alunos, ampliando o conhecimento deles na area
de matematica e preparando-os para um futuro desempenho profissional e académico
através do enfrentamento e resolucao de problemas. Além disso, a iniciacao cientifica
junior também pode ser uma fonte de descobertas de novos talentos para a matematica!
O objetivo do projeto é caracterizar as matrizes reais de ordem 2, nilpotentes de indice
2, com dois tipos de produtos: o produto usual de matrizes e o produto de Jordan dado
por:

AoB = %(A.B + B.A)

onde A.B e B.A denotam o produto usual de matrizes.
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RSA e Phi de Euler
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Um dos métodos de criptografia mais utilizados e conhecidos é a criptografia RSA, que
utiliza o método assimétrico, que consiste em duas etapas, ou seja, o par de chaves utili-
zadas para criptografar e descriptografar sao diferentes, conhecidas como chave publica e
chave privada respectivamente, sendo que apenas o receptor da mensagem possui a chave
privada para descriptografar a mesma. Para a funcionalidade do RSA precisa-se de um
nimero n que € o produto de dois primos distintos, utilizado para codificar e quanto
maiores forem os nimeros primos, maior serd a dificuldade de se quebrar a mensagem
criptografada.

Para conseguir gerar o par de chaves publica e privada no sistema RSA é necessario
encontrar o valor da funcao Phi de Euler

¢pn)={keZ|1<k<n,(kn)=1},

pois a chave ptblica é formada com o par de niimeros (e, n), tal que e é invertivel médulo
¢(n) e a chave privada é formada por (d,n) tal que d é o inverso de e médulo ¢(n)[1].
Proposicao: Dados dois niimeros m e n primos relativos temos que

¢(mn) = ¢(m)¢(n).
Dado um ntmero p primo e a um inteiro positivo:

() =p* —p*t=p* " (p—1) =p° <1 - %) :

De fato, como a ¢(p®) é a quantidade de inteiros positivos nao superior a p® e relativa-
mente primos com p®, os Unicos nimeros positivos menores que p* e relativamente primos
com p® sao aqueles que nao possuem o fator p. Observe que os nimeros que possuem o
fator p sdo os seguintes multiplos: p, 2p, 3p, ..., kp = p®. Logo k = p®~!. Portanto, existem
p*~! inteiros nao primos com p=.

A seguranca do sistema RSA [2] é dada pelo fato de que calcular ¢(n) e fatorar o
nimero n possui um custo muito elevado. Um sistema reduzido de residuos moédulo n
¢ um conjunto de ¢(n) inteiros ri,7s, ..., 74w tais que cada elemento deste conjunto é

relativamente primo com n, e se ¢ # j, entao r; # r; (mod n).

Teorema de Euler: Dados a e n primos relativos temos que

a®™ =1 (mod n).
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Demostragao: Seja i, 7y, .74, um sistema reduzido de residuos médulo n. Verifica-
se que: ary,ary,...,argr) também é um sistema reduzido de residuos moédulo n pois,
(a,n) = 1. Temos que

ary - arg - - Argn) = a¢(n)T1 T Ten) =T1°T2 " Ten) (mod n)

Como (r;,n) = 1 temos que a®™ =1 (mod n).

Com o par de chave definido, sendo a chave piblica (e,n), e a chave privada (d,n),
temos que dada a funcao f,(x) = ¥ mod (") mod n, temos que a funcdo que encripta a
mensagem m é definida por f.(m) = m® mod n = M. Como a funcao f, tem a propriedade
fyof. = f,. e ed = 1(mod ¢(n)), temos que fq(M) = (fao fo)(M) = (m)? mod n =
m®® mod n = m, sendo f; = M mod n a funcao que desencripta a mensagem encriptada,
pois f; é a funcao inversa de f..

O sistema RSA ¢ utilizado também para assinatura de documentos [3], porém ao invés
de ser apenas a utilizacao de uma unica funcao para encriptar, utiliza-se duas fungoes,
ou seja, passa por uma dupla criptografia, primeiro com a chave privada do emissor
(assinante) logo apds com a chave piblica do receptor (solicita a assinatura). Considere
que Alice vai assinar um documento de forma remota para Bob. Sendo a chave de Alice
(e,n) e (d,n) publica e privada respectivamente, e a chave de Bob (e1,n) e (di,n) piblica
e privada respectivamente. Assim, temos que f(fy4,(a)) = A, desta forma o que aparece
no documento é A. Para conferir a assinatura A é realizado o processo inverso ou seja
fe, (fa(A)) = a. Processo andlogo se Bob for assinar um documento para Alice:

fei(fala)) = A e fo(fo,(A)) = a.

A seguranga da criptografia RSA estd relacionada na dificuldade decompor o nimero
n e calcular o valor da fungao Phi de Euler. Para gerar o par de chave publica e privada é
necessario que ¢(n) seja conhecido. A assinatura de forma remota, facilita as assinaturas
de documentos que necessita de uma certa urgencia ou um custo elevado para assinar
presencialmente. Passando por duas criptografias seguidas, primerio com a chave privada,
logo em seguida com a chave publica, garantindo assim um nivel maior de seguranca, pois
a assinatura so fara sentido ao descriptografar se for realmente realizada a criptografia
pelo real emissor, pois 0 mesmo é o unico que possui a chave privada.
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O problema das sete pontes de Konigsberg e uma
introducao a teoria dos grafos

Gabriela Aparecida Sacramento Castro !
Pedro Benedini Riul?

Na antiga cidade de Konigsberg, onde hoje se localiza Kaliningrado, na Russia, exis-
tiam sete pontes que atrevessavam o Rio Pregel. Uma duvida que instigava os moradores
dessa cidade era se havia alguma maneira de se fazer um percurso que passasse uma so
vez por cada uma das sete pontes, retornando ao local de origem. Esse problema foi
solucionado pelo matematico suico Leonhard Euler, em 1736.

Para resolver o problema, Euler simplificou o mapa da cidade da seguinte maneira:
As margens do rio e as ilhas foram representadas por pontos, chamados de vértices,
enquanto as pontes foram associadas a arestas. Assim, Euler encontrou uma resposta
para o problema das pontes, a partir do desenvolvimento de um teorema.

A representacao utilizada por Euler foi considerada o primeiro exemplo de grafo sim-
ples, que pode ser definido como um par G = (V, A) em que V é um conjunto nao-vazio
e finito, denominado conjunto de vértices, e A é um conjunto de subconjuntos de dois
elementos de V', nomeado conjunto de arestas. Dessa maneira, o teorema de Euler e os
grafos foram a tematica desta pesquisa, que tem por finalidade definir os principais con-
ceitos ligados a teoria de grafos, como multigrafos, grafos complementares, caminhos e
arvores.

As principais referéncias utilizadas s@o [1, 2.
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A sustentabilidade tem ganhado crescente destaque na industria da Moda [1], consi-
derada uma das mais poluidoras e consumidoras de recursos naturais no mundo. Desde
a producao de matérias-primas até o descarte das pegas, o setor gera impactos significa-
tivos, como poluicao da agua, emissao de gases de efeito estufa, uso intensivo de energia
e exploragao social [2]. Nesse contexto, é pertinente agrupar e consolidar informagoes
confidveis que permitam nao somente compreender os multiplos impactos socioambientais
da Moda, como também diferenciar atividades genuinamente sustentdveis de estratégias
enganosas de responsabilidade ambiental, mecanismo conhecido como greenwashing.

A prética de greenwashing consiste em acOes nas quais empresas se apoiam em dis-
cursos e estratégias de divulgacao que transmitem uma imagem nao correspondente a
realidade[3]. Na Moda, evidencia-se por meio de colegdes e etiquetas ecolégicas que nao
refletem mudancas efetivas na cadeia de producao, dificultando andlises criticas e re-
forcando a necessidade de maior transparéncia no setor.

Embora existam multiplas plataformas de cédigo aberto utilizadas em Ciéncia de Da-
dos, como o UCI Machine Learning Repository, Kaggle ou conjuntos disponibilizados pela
AWS [4], nao é possivel encontrar bases piblicas que contemplem de forma abrangente os
indicadores socioambientais da industria da Moda. Algumas iniciativas relacionadas ao
assunto ja existem, como o GreenDB [5], que expde dados sobre atributos de sustentabili-
dade de produtos em geral e o Fast Fashion Eco Commitment Dataset [6] que contempla o
catalogo da marca Zara e retine informacgoes de composicao, prego e presenca de etiquetas
ecoldgicas em suas pecas. Apesar de relevantes, esses conjuntos de dados nao capturam
toda a complexidade socioambiental da industria da Moda.

Diante dessa lacuna, este trabalho propoe a construgao e organizacao de uma nova base
de dados, reunindo informagoes especificas sobre a industria da Moda. Os dados coleta-
dos sao advindos de relatérios de transparéncia com indicadores diretos, como o Fashion
Transparency Indez [7], documentos e publicages oficiais, assim como outras bases de
dados menos consolidadas. As varidaveis contempladas englobam indicadores que vao além
dos impactos ambientais diretos, incluindo também, transparéncia de marca, rastreabili-
dade da cadeia produtiva, direitos trabalhistas e compromissos com metas sustentaveis,
conforme descrito em relatérios setoriais [7] e revisoes académicas recentes [8].
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Esse trabalho nao somente apresenta a producao de uma fonte inédita de dados a partir

do uso de técnicas de ciéncia de dados com foco no setor da Moda, mas também reforca a
importancia da transparéncia e da responsabilizacao socioambiental, fornecendo subsidios
para escolhas mais conscientes e para o avanco de aplicagoes tecnoldgicas baseadas em
inteligéncia artificial [8]. Pretende-se ainda, explorar técnicas de aprendizado de méquina
e modelos de inteligéncia artificial voltados a andlise de padroes e niveis de sustentabilidade
na cadeia produtiva, ampliando o potencial dessa nova base de dados para apoiar andlises
mais consistentes, promover maior rastreabilidade e contribuir para o combate abrangente
as praticas de greenwashing.
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Comparando infinitos:
Quando infinitos sao maiores que outros?

Tarly Evangelista Aratjo !
Wilker Thiago Resende Fernandes 2

Vamos partir da seguinte pergunta: todos os infinitos sao iguais ou existem infinitos
maiores que outros? Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas das principais
ideias desenvolvidas pelo matematico alemao Georg Cantor, no ambito da Teoria dos Con-
juntos, com énfase na comparacao entre diferentes tamanhos de infinitos. Apresentaremos
também a nocao de cardinalidade de conjuntos, ou seja, de quantidade de elementos de
um conjunto X, denotada por card X e de equipoténcia entre conjuntos, ou seja, quando
dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, denotado por A ~ B. Essa ultima diz que
A ~ B quando existe uma funcao bijetora f : A — B. Um exemplo é que podemos
concluir que Z ~ N, pela fungao bijetora f : N — Z dada por:

n
— se n for par,

Y
fn) = %(n - 1) , :
— 5 > sen for impar.

Outro tépico abordado diz respeito a ordenacao dos niimeros cardinais. Dizemos que
card(A) < card(B) quando existe uma funcado injetora f : A — B e A » B. Essa nogao
nos mostra quando um conjunto tem mais elementos que outro, em especial quando
infinitos sao maiores que outros, o que nos leva a famosa Hipdtese do Continuo, que
afirma que nao existe nenhum conjunto cuja cardinalidade esteja estritamente entre a
cardinalidade de N e a de R, esta ultima conhecida como cardinalidade do continuo. Por
fim mostraremos um dos resultados mais importantes da teoria, o Teorema de Cantor,
que constroi uma sequéncia crescente de infinitos, respondendo completamente a pergunta
descrita acima.
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Classificacao de Homeomorfismos no Circulo

Autor: Joao Paulo Cobucci de Oliveira Costa
1

Sistemas dinamicos sao sistemas que evoluem com o tempo ou outra variavel. A
teoria de sistemas dinamicos busca entender como esse processo ocorre. Dentre os topicos
estudados, este trabalho discutirda homeomorfismos no circulo e como podemos classificar
suas dinamicas a partir de um parametro: o nimero de rotacao.

Homeomorfismos sao bijegoes continuas com inversa também continua. No caso es-
pecifico do circulo, isso ocorre quando seu grau é igual a 1 em médulo. Neste trabalho,
iremos discutir apenas os casos nos quais o grau é igual a 1 (positivo), chamamos este
ultimo de homeomorfismo que preserva orientacao. Ja o nimero de rotagao é um invari-
ante dinamico que pode ser usado, dentre outras coisas, para classificar homeomorfismos
no circulo de acordo com a presenca ou auséncia de pontos periddicos.

A dicotomia mencionada acima ocorre pois, caso o numero de rotacao seja racional,
entao a dinamica terd pontos periédicos e, caso o nimero de rotacao seja irracional, entao
nao teremos pontos peridodicos. Ambos os casos possuem dinamicas bem entendidas.
Quando ha pontos periddicos, as érbitas nao periddicas tendem assintoticamente para a
orbita periddica, e quando nao hé pontos periédicos, temos o Teorema de Classificagao
de Poincaré.

O Teorema de Classificacao de Poincaré nos garante que, caso o homeomorfismo de
nimero de rotagao irracional seja transitivo, entao a dinamica sera conjugada a uma
rotacao de angulo irracional ou sera semiconjugada a uma rotacao de angulo irracional,
caso o homeomorfismo nao seja transitivo. Para o caso nao transitivo, irei discutir como
podemos construir tal dinamica e o porqué de a funcao que conjuga o homeomorfismo a
rotacao nao possuir inversa.
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O Criptossistema de Chave Publica RSA

Julia Maria dos Santos Ladeira !

Gustavo Terra Bastos 2

A criptografia é um estudo que possui o objetivo de ocultar o significado de alguma
mensagem. Por outro lado, a criptoanalise estuda formas de desvendar um sistema crip-
tografico. A data de origem da criptografia é incerta, mas estudiosos acreditam que ela
surgiu logo ap6s o desenvolvimento da linguagem escrita. Encontra-se registros das cifras
sendo utilizadas na era romana e da criptoandlise sendo estudada por arabes nos séculos
XIV e XV. Depois de muita pesquisa, na década de 1970, surgiu a ideia da criptogra-
fia de chave publica, cujo seus objetivos principais sao fornecer recursos para que duas
pessoas, mesmo sem se conhecerem, troquem informacoes confidenciais sem que qualquer
terceiro descubra o que esta sendo compartilhado, e também propocionar seguranga nas
assinaturas digitais.

O criptossistema RSA, publicado em 1978 e criado por Ron Rivest, Adi Shamir e
Leonard Adleman, foi o primeiro criptossistema de chave publica inventado e estd sendo
utilizado até os dias de hoje. Além disso, seu nome é composto pela inicial do sobrenome
de seus criadores. Esse sistema se baseia em teoremas como o Algoritmo Euclidiano
Estendido e a Férmula de Euler para pg, e em proposicoes da Aritmética Modular.

O criptossistema RSA pode ser resumido da seguinte forma: supondo que Bob e Alice
queiram trocar informagoes, sem que uma terceira pessoa tenha acesso, Bob seleciona dois
nimeros primos p e ¢q. Além disso, escolhe o expoente de encriptagao e, com mdc(e, (p —
1)(¢ — 1)) = 1. Assim, ele torna publico os valores N = pg e e. Ao receber tais nimeros
de Bob, Alice escolhe a mensagem m e usa a chave piblica de Bob (N, e) para calcular
¢ =m° (mod N), com isso, envia a ele o texto cifrado c.

Portanto, esse estudo ird adentrar em alguns conceitos fundamentais da Aritmética
Modular, com a finalidade de explicar o funcionamento e a validade do criptossistema
RSA. Além disso, sera apresentado exemplos que complementarao o entendimento.
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Equivaléncia entre as integrais de Riemann e
Darboux-Riemann

Karina Geralda Gervésio
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Nos cursos de Calculo, o conceito de Integral de Riemann para uma funcao continua
definida em um intervalo fechado [a, b] é introduzido utilizando a versao que é devida ao
matematico francés Augustin-Louis Cauchy. Nessa versao, utiliza-se a ideia de parti¢ao
do intervalo [a,b]. Ja nos cursos de Andlise Matemética, apresenta-se uma versao mais
refinada, a Integral de Darboux-Riemann, usando conceitos de soma inferior, soma supe-
rior, integral inferior e integral superior. Essas duas definigbes da Integral de Riemann,
embora parecam distintas, sao equivalentes, e é importante conhecer ambas as versoes,
uma vez que alguns teoremas sao mais faceis de serem provados usando uma ou outra
definicao. Portanto, este trabalho tem como objetivo central estudar as definigoes da
Integral de Riemann conforme estudado no Calculo Diferencial e Integral e na Anélise
Real, mostrando a equivaléncia entre essas definicoes.

Palavras-chave: Integral de Riemann, Integral de Darboux-Riemann, Soma inferior,
Soma superior.
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Curvas no Espaco de Lorentz- Minkowski "

Laura Gois Vergueiro1
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A Teoria da relatividade de Einstein revelou as limitacoes da fisica classica, com o
surgimento do conceito de espago-tempo (spacetime), que é formalizado matematicamente
por meio do Espaco de Lorentz-Minkowski I.*, um espaco quadridimensional, onde a
ultima coordenada, a temporal, é imagindaria [1].

Nosso objeto de estudo é o espago " = R}, um espaco pseudo-euclidiano de indice
1, no qual analisamos a peculiaridade do produto interno associado a ele, que possibilita
uma classificagdo do tipo causal dos vetores, sendo os tipos: espago (spacelike), tempo
(timelike) ou luz (lightlike or null). Conseguimos visualizar geometricamente tais tipos
por meio de uma decomposicao no plano L2, dada pelas retas y = x e y = —x, e no espaco
L3, pelo cone de luz x® + y?> = 22. Tal classificacdo também carrega uma interpretacao
fisica em relacao a velocidade relativa a dois eventos, que sao interpretados como pontos
em L".

Além disso, investigamos as curvas desse espago. Para tanto, definimos curva para-
metrizada regular, sua causalidade, comprimento de arco, energia, parametrizacao por
comprimento do arco e parametrizagdo por arco-féton (que é um similar para curvas de
tipo luz, que modelam o movimento de particulas sem massa, como os fétons). Por fim,
definimos o Diedro de Frenet, as equacoes de Frenet-Serret e a funcao curvatura para
curvas em L". As referéncias principais deste trabalho sao [2] e [3].
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Estimativa dos parametros do modelo de regresssao
linear simples: uma abordagem matricial
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Resumo: O conceito de “regressao” foi introduzido por Sir Francis Galton (1822-1911)
no final do século XIX, a partir de seus estudos sobre hereditariedade, especialmente na
relacao entre a estatura de pais e filhos. Ao analisar dados de varias familias, Galton
observou que individuos muito altos (acima da média populacional) tendiam a ter fi-
lhos com altura acima da média mas de estatura mais baixa que seus pais, enquanto
que individuos muito baixos (abaixo da média populacional) tendiam a ter filhos com
altura abaixo da média mas mais altos que seus pais. Dessa forma, Galton observou
que pais com estaturas extremas tendem a gerar descendentes mais proximos da média
populacional — o fenémeno foi descrito como regression towards mediocrity (regressao a
média) [1] [2]. Andlise de regressao é uma metodologia estatistica utilizada para mode-
lar e estabelecer relacao funcional entre varidveis [3]. Neste trabalho serd apresentado o
método de regressao linear simples. O modelo de regressao linear simples ¢ dado por:
Y = 6o+ 51X + €, em que Y é a varidvel dependente; X é a variavel independente ou
variavel regressora; (5, € o coeficiente linear; 3; é o coeficiente angular e o ¢ é o erro
aleatério. O objetivo na regressao linear simples é definir uma reta que melhor represente
a tendéncia central dos dados. Para tanto, é necessario determinar estimadores 5y e (51
de tal forma que as distancias médias entre a reta de regressao estimada e os valores ob-
servados (desvios) em um experimento sejam minimos. Os desvios sao representados pela
seguinte expressao: € =Y — By — 1 X. O modelo de regressao linear simples representado
matricialmente é dado por: Y = X + € [4]. Considerando-se n observacoes de Y e X
tem-se o seguinte formato matricial:

=i [%*

Yn 1 x, €n

€1
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Sendo o desvio representado por: € = Y — X3 . Este trabalho tem como objetivo
estimar os parametros do modelo de regressao linear simples por meio de uma abordagem
matricial, utilizando o Método dos Minimos Quadrados, que consiste em minimizar a
soma dos quadrados dos desvios [5].
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Matematica e cidadania: contribuicoes da plataforma
Kahoot na consolidacao da aprendizagem de
conteidos matematicos
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Luciana Borges Goecking4 , Anderson José de Oliveira® , Franco Bassi Rocha ©

O Projeto de Extensao Matemaética e Cidadania é uma parceria entre a Universidade
Federal de Alfenas (UNIFAL-MG) e o Programa Lar-Escola Zita Engel Ayer (CAZITA)
e visa contribuir para a recomposi¢ao e consolidagao da aprendizagem matematica de es-
tudantes do 6° ao 82 ano do Ensino Fundamental, em situacao de vulnerabilidade social,
além de desmistificar a Matematica como disciplina inacessivel e aproximar o conheci-
mento matematico de situacoes cotidianas.

A metodologia adotada visa criar um ambiente investigativo e acolhedor, como pre-
conizado por [1], e as atividades desenvolvidas utilizam materiais manipuldveis, jogos
didaticos, laboratério de informatica e atividades dialogadas. O trabalho é conduzido
por académicos dos cursos de Licenciatura em Matematica e Bacharelado em Ciéncia da
Computacao, por meio de encontros semanais.

O projeto é desenvolvido desde o ano de 2016 e, em cada ano de edi¢ao, o projeto
escolhe um tema central ligado ao cotidiano dos alunos e sobre o qual sao explorados
conceitos matematicos com um enfoque ludico e pratico, visando a formacao cidada critica,
a interacao respeitosa e inclusiva entre os participantes, além de impactar na formacao
dos académicos envolvidos no projeto, conforme trabalhos desenvolvidos em [2], [3] e [4].

Para o ano de 2025, o tema escolhido foi sobre a dgua, onde pretende-se explorar a
matematica da conta de dgua e o seu consumo consciente. E neste sentido, uma das
ferramentas utilizadas para auxiliar na aprendizagem de conceitos matematicos, foi a pla-
taforma Kahoot. Tal ferramenta proporciona uma experiéncia de aprendizagem interativa
e digital. Por meio de quizzes dinamicos e desafios em tempo real, os alunos sao incenti-
vados a participar ativamente, deixando de lado o modelo tradicional de aulas, centrado
apenas na lousa e no caderno. Essa estratégia torna o processo de ensino mais atrativo,
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favorece a assimilagao de conteudos, estimula a competicao saudavel e contribui para o
desenvolvimento de habilidades digitais.

O objetivo deste trabalho é apresentar um breve relato de experiéncia acerca da uti-
lizacao da plataforma Kahoot no processo de ensino e aprendizagem das operacoes ma-
tematicas fundamentais e os impactos da realizacao desta atividade, tanto para os alunos
atendidos pelo projeto, quanto para os académicos em seu processo de formacao.

Ao utilizar o Kahoot, foi notéria a mudanca de comportamento dos alunos, uma vez
que a matematica, normalmente vista pelos alunos como algo negativo, ganhou destaque,
por meio de uma atividade divertida, despertando a atencao e fomentando um ambiente
propicio para o aprendizado.

O jogo consistia numa série de perguntas que, quando respondidas corretamente, ge-
ravam pontos para o aluno e, ao final, os participantes eram ranqueados com base na
pontuacao. As perguntas giravam em torno da matéria do sétimo ano do Ensino Funda-
mental, focando em divisao, multiplicacao e fragoes, utilizando diversas estratégias, como
fotos e representacoes geométricas, todas relacionadas ao tema da agua, visando estimular
a utilizagao dos conceitos previamente apresentados durante as aulas.

Desta forma, a utilizacao do Kahoot trouxe contribuigoes significativas a dinamica
das atividades desenvolvidas, colaborando para aprofundar o aprendizado dos conceitos
matematicos, despertar a curiosidade e engajamento dos alunos, fornecer aos mesmos uma
nova forma de aprender matematica além de incentivar os académicos a buscarem novas
ideias e novas ferramentas que possam tornar as aulas de Matemadtica mais criativas e
interessantes.
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Desde que a humanidade comegou a desenvolver a linguagem escrita, a criptografia
é usada de uma maneira ou de outra em muitas culturas. Com o tempo, a criptografia,
como todas as ciéncias, foi se desenvolvendo. Até 1970, esta era usada prioritariamente
em aplicacgoes diploméaticas, militares e governamentais. A partir de 1980, a criptografia
passa a ser amplamente utilizada pelas industrias financeiras e de telecomunicagoes. |1,
p. viil.

Atualmente, a criptografia estd presente em varios objetos e aspectos do cotidiano,
por exemplo: no dispositivo de controle remoto de um carro, no cartao de crédito ou
débito, ao instalar uma atualizacao de software, na utilizagao de navegadores da Web, nos
programas de e-mail etc. [1, p. vii-ix], ou seja, existem vérios sistemas de criptografia
que sao utilizados com os mais variados objetivos.

Em 1985, os matematicos Neal Koblitz e Victor Miller propuseram que o Problema
do Logaritmo Discreto em Curvas Elipticas poderia ser mais complexo do que o Proble-
mas do Logaritmo Discreto modulo p, com a possibilidade de ser mais eficiente do que o
RSA (primeiro sistema de criptografia de chave publica inventado). Desse modo, antes
de adentrar em sistemas de criptografia de curvas elipticas, precisamos entender alguns
conceitos como “Curvas Elipticas”, segundo Weierstrass, “Troca de Chaves Elipticas de
Diffie-Hellman” e “Problema do Logaritmo Discreto em Curvas Elipticas”, para entao
compreender um “Criptossistema de Chave Publica Eliptico ElGamal”.

Assim, nesse contexto, se dois individuos desejam estabelecer uma comunicagao segura
e privada, eles podem optar pelo criptossistema mencionado acima. Neste sistema de
criptografia, eles deverao acordar uma curva eliptica; em seguida, apds alguns calculos,
os individuos trocam pontos desta curva que, na verdade, sera o mesmo. A esse ponto
chamamos de chave publica. Com essa chave, eles poderao encriptar mensagens e se
comunicar secretamente, como desejaram. Portanto, nesse projeto, apresentaremos os
conceitos basicos de curvas elipticas, troca de chaves de curvas elipticas e criptosistema
eliptico Elgamal que levam a seguranca e privacidade que os individuos buscam.

Referéncias

[1] C. Paar and J. Pelzl, Understanding Cryptography: A Textbook for Students and Prac-
titioners. Heidelberg: Springer-Verlag, 2010. Printed on acid-free paper.

!Universidade Federal de Sao Jodo del-Rei,
1s3536358@aluno.ufsj.edu.br

2Universidade Federal de Sao Joao del-Rei,
gtbastos@yahoo.com.br



[2] J. Hoffstein, J. Pipher, and J. H. Silverman, An Introduction to Mathematical Cryp-
tography. Undergraduate Texts in Mathematics, New York: Springer, 2 ed., 2014.



X Workshop de Matemadtica e Matematica Aplicada Congonhas — MG, 2025

Jogo Pedagédgico
Agéncia M* (Mentes Matematicas)!

Lucas Cruz 2

Evandro Monteiro®

A transicao da aritmética para o pensamento algébrico constitui um dos marcos mais
significativos e, frequentemente, um dos maiores desafios no percurso educacional dos
estudantes. Dentro deste campo, os sistemas de equagoes emergem como uma ferramenta
de extraordinario poder analitico, mas também como uma fonte recorrente de dificuldades
de aprendizagem. A importancia de dominar este tépico transcende as fronteiras da
disciplina de matematica, pois representa uma competéncia essencial para a modelagem
de problemas complexos e para o desenvolvimento do raciocinio logico estruturado. Um
sistema de equagoes, definido como um conjunto de duas ou mais equagoes com multiplas
incégnitas, que devem ser satisfeitas simultaneamente, ensina o aluno a trabalhar com
diversas restri¢oes para encontrar uma solugao unica, espelhando a natureza multifacetada
de muitos desafios do mundo real [1].

Apesar de sua relevancia, a aprendizagem de sistemas de equagoes é frequentemente
marcada por obstaculos, sendo o principal deles a traducao da linguagem verbal para a
linguagem algébrica, um processo de modelagem que exige interpretagao e abstragao [2].
Diante deste cenario, o presente trabalho detalha a concepcao e a estrutura do “Agéncia
M? (Mentes Matemadticas)”, um Jogo de Interpretacao de Papéis (RPG) pedagdgico,
projetado para atacar diretamente essas dificuldades.

A abordagem de aprendizagem baseada em jogos surge como uma poderosa estratégia
para superar a desconexao entre a teoria e a pratica. Em vez de apresentar a matematica
como um conjunto de regras a serem memorizadas, os jogos criam um ambiente onde o
conhecimento é uma ferramenta necessaria para atingir um objetivo engajador, transfor-
mando a motivacao extrinseca em intrinseca [3]. O formato de RPG é particularmente
eficaz, pois os alunos sao imersos em uma narrativa que da propédsito a cada acao. O jogo
“Agéncia M? (Mentes Matemédticas)” utiliza essa estrutura para criar uma necessidade
genuina pela matematica, funcionando como um complemento a instrucao teodrica, onde os
conceitos aprendidos sao aplicados e consolidados. A estrutura do jogo coloca as equipes
para solucionar um crime através da decifragao de pistas que sao, em esséncia, problemas
matematicos. A solucao numeérica encontrada nao é um fim em si mesma, mas a chave que
revela uma evidéncia concreta, atacando diretamente as dificuldades de aprendizagem, ao
tornar a tradugao mecanica em traducao interpretativa da histéria. A eficdcia pedagogica
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desta abordagem ¢ profundamente sustentada pela Teoria Sociocultural de Lev Vygotsky,
0 jogo cria um ambiente que é uma manifestacao préatica de seus conceitos, onde os enig-
mas sao projetados para se situarem na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP) dos
alunos — desafiadores, mas solucionaveis com a colaboragao em equipe e a mediacao do
professor-mestre. A matematica funciona como uma ferramenta de mediagao semidtica,
sendo a interacdo social para resolver os problemas, o motor da aprendizagem [4]. Adi-
cionalmente, o projeto estabelece uma conexao rigorosa com a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), desenvolvendo tanto as competéncias gerais, pensamento critico e
argumentacao, quanto as habilidades especificas de matemética, com foco na EFO8MAO0S
(sistemas de equagoes de 12 grau) e EFOIMAQ09 (equagoes de 2° grau) [5].

Este trabalho tem como objetivo analisar e apresentar o jogo de investigacao “Agéncia
M? (Mentes Matemédticas)” como uma ferramenta pedagdgica de aprendizagem ativa, com
o proposito de promover uma compreensao mais significativa e engajadora da modelagem
e resolucao de sistemas de equacoes de equacgoes para alunos do nono ano do Ensino
Fundamental.

A construcao deste projeto foi embasada por uma revisao bibliografica sistematica, com
buscas em bases de dados académicas, utilizando descritores como "RPG pedagdgico”,
"ensino de algebra”e "sistemas de equacoes”, cujos artigos foram selecionados por critérios
de relevancia, qualidade e alinhamento tedrico. O sistema de avaliacao proposto para o
jogo reflete sua natureza pedagdgica, sendo um modelo hibrido que combina uma avaliacao
quantitativa, que equilibra a precisao do desempenho com a agilidade na resolucao, e
uma avaliacao qualitativa, baseada na observacao do professor sobre a colaboracao e o
raciocinio da equipe.

E fundamental ressaltar que este documento apresenta uma proposta de pesquisa em
sua fase de concepgao, o jogo “Agéncia M? (Mentes Matematicas)”, seus materiais e sua
metodologia foram integralmente desenhados e estao prontos para a fase de testes. No
entanto, a aplicacao pratica com os estudantes e a coleta de dados empiricos sobre seu
impacto ainda nao foram realizadas, pois o projeto aguarda aprovacao por um Comiteé
de Etica em Pesquisa. As conclusoes sobre a eficacia do jogo s@o, portanto, projecoes
tedricas que aguardam validagao empirica.
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CombineQuests: integrando gamificacao ao ensino de
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O ensino de Matematica, especialmente na Educacao Basica, ainda é fortemente mar-
cado por metodologias tradicionais que privilegiam a memorizacao de férmulas e a re-
solugao mecanica de exercicios, em detrimento da compreensao conceitual e do desen-
volvimento do pensamento critico. Esse cendario contribui para altos indices de desmo-
tivacao e baixo desempenho escolar, agravando-se em conteidos mais abstratos, como
a Andlise Combinatéria, que exige raciocinio 16gico e dominio de técnicas especificas.
A apresentacao descontextualizada desses conceitos frequentemente afasta o estudante,
tornando o aprendizado pouco significativo.

Nas ultimas décadas, observa-se um crescente interesse por metodologias ativas e re-
cursos tecnologicos que promovam maior engajamento discente. Entre eles, destacam-se
os Jogos Educacionais Digitais (JEDs) e a gamifica¢do, que incorporam elementos como
desafios, pontuagao e feedback imediato para tornar o aprendizado mais motivador e in-
terativo [1, 2]. Diversos estudos evidenciam os beneficios dessa abordagem no ensino de
Matemédtica: o jogo “Sofia e suas roupas” aumentou em 40% o engajamento de alunos
na Andlise Combinatéria [3], enquanto iniciativas em probabilidade e contagem também
mostraram ganhos em desempenho e motivagao [4, 5]. Além disso, revisdes sistematicas
[6, 7] apontam que, quando alinhados aos objetivos pedagdgicos, os JEDs favorecem a
aprendizagem significativa [8] ao integrar novos conceitos as experiéncias prévias do aluno.

Apesar dessas evidéncias, ainda ha lacunas quanto a aplicagdao prética de JEDs no
ensino da Andlise Combinatéria e a disponibilidade de materiais interativos voltados para
esse conteudo, especialmente no Ensino Médio. Nesse contexto, este trabalho tem como
objetivo investigar o potencial pedagdgico dos Jogos Educacionais Digitais no ensino de
Analise Combinatoria, por meio do desenvolvimento do jogo CombineQuests - um recurso
lidico e interativo voltado tanto para alunos do Ensino Médio quanto do Ensino Supe-
rior. O jogo, em estilo top-down e desenvolvido na engine GameMaker Studio 2, contara
com mecanicas que transformam problemas combinatérios em desafios narrativos, incor-
porando elementos de gamificacao como progressao por niveis e feedback imediato. Sua
fundamentagao pedagdgica se apoia na teoria da Aprendizagem Significativa [8], buscando
contextualizar e tornar tangiveis os conceitos de principio fundamental da contagem, per-
mutacoes, combinagoes e arranjos.
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A validagao serd realizada com base na heuristica HEDEG [9], avaliando aspectos

como usabilidade, engajamento e clareza pedagogica. O projeto encontra-se atualmente
em fase de desenvolvimento, com etapas de criagao de artes, elaboracao dos desafios e im-
plementagao das mecanicas centrais ja em andamento. Espera-se que o CombineQuests
contribua para aumentar a motivagao e facilitar a compreensao dos conceitos combi-
natoérios, além de fornecer um estudo de caso para futuras pesquisas sobre o uso de jogos
digitais no ensino de Matematica.
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Evolutdéides de curvas planas
e funcao suporte
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Resumo: O estudo das propriedades geométricas dos evolutdides de curvas planas e suas
singularidades tem aplicagoes em diferentes areas como Fisica, Computagao e Engenharia.
Nosso trabalho visa explorar conceitos e propriedades sobre o envelope de retas de curvas
que fazem angulo fixado com a reta tangente em cada ponto da curva ¥(t) : [0, L] — R?
que consideramos suaves, fechadas e estritamente convexas.

Inicialmente, estudamos o conceito de evolutas como o lugar geométrico das intersecoes
de retas normais proximas, ou seja, o envelope de curvas perpendiculares a 7, seguindo as
defini¢oes de Giblin [1]. Em seguida, para cada angulo fixado, foi deduzida uma parame-
trizacao do evolutdide com a qual, usando fungoes suporte de curvas, deduzimos féormulas
para o comprimento e a area dos evolutéides, inspirados nos trabalhos de Jeréonimo-Castro
[2]. Esta parametrizagao pode ser descrita por:

Ya(t) = Pa(t)u(t) + pa(t)ilt) (1)

em que p, representa a funcao suporte do evolutéide 7,.

O trabalho apresenta propriedades dos evolutéides de curvas planas por meio do uso
da funcao suporte, estabelecendo relagoes entre suas areas e comprimentos com os da
curva original, como visto abaixo nos seguintes teoremas

Teorema 1 Seja v uma curva conveza e fechada de classe C? no plano e seja o > 0 um
numero suficientemente pequeno para que vy, seja uma curva convexa. Entdo

A(va) < cos®a- A(v)
com igualdade se, e somente se 7y for uma circunferéncia euclidiana.

Teorema 2 Seja v uma curva convexa, fechada e suave no plano e seja o € (0,7/2).
Entao

L(va) = cosa - L(v)
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Um dos principais resultados é a caracterizacao dos circulos como as unicas curvas
cujos evolutdides também sao circulos para todo angulo fixado, conforme o seguinte teo-
rema:

Teorema 3 Seja v uma curva conveza, fechada e diferencidvel no plano e seja o €
(0,7/2). Entao v € circulo se, e somente se, 7y, for um circulo.
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Convergéncia de sequéncias:
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Ao analisar a convergéncia de uma sequéncia X, que converge para um ponto a na
reta real escolhe-se um ¢ arbitrario que vai ser uma “barreira” que vai de a - € até a + € e
de um momento em diante “X,, vai estar ¢ proxima de a”, ou seja, X,, entra no intervalo
ja citado e nao sai mais. Abstraindo-se um pouco mais, ao analisar agora espacos vetoriais
normados com a norma euclidiana, pode-se observar que a definicao é muito similar, a
ideia agora é que o ¢ escolhido para ser a barreira vai ser o raio de uma bola centrada no
ponto a, entao vamos ter que a partir de dado momento a sequéncia X,, entra nessa bola
e nao sai mais. Usando as defini¢oes de distancias podemos generalizar esse conceito de
convergéncia de sequéncias para os espagos métricos como sendo “ d(X,,, a) < ¢”, depois
generalizando novamente, agora sem usar o conceito de métrica ficaremos com “X,, € B.
(a)”, ou seja, uma bola de raio £ com todos os pontos cuja a distancia até o ponto a
seja menor do que £. A partir de agora, dada uma familia de todas as bolas centradas
em a, de um momento em diante se X,, estiver dentro de uma bola para todas as bolas,
afirmamos que X,, converge para o ponto a. A ultima abstracao, é que para cada ponto
do conjunto das bolas escolhe-se uma familia que sera chamada de vizinhanca e para
saber se X,, converge para a deve ser provado que para toda vizinhanca de a, temos que
a sequeéncia X,, eventualmente esta dentro dessa vizinhanca. Logo, se for escolhida uma
familia que contém nao s6 bolas, inclusive um conjunto que contem mais elementos que a
bola, a sequéncia eventualmente tem que entrar nesse conjunto também e nao sair mais.
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O Teorema de Lagrange, que é um resultado de grande importancia dentro da
teoria dos grupos finitos, afirma que a ordem de qualquer elemento de um grupo finito
deve dividir a ordem total desse grupo. Essa propriedade, embora de carater abstrato e
teorico, tem aplicacdes significativas, principalmente no campo da teoria dos numeros.
Por exemplo, € possivel utilizar esse teorema para demonstrar, de forma rigorosa, que o
conjunto dos nameros primos € infinito. O raciocinio por tras dessa demonstracdo faz uso
de resultados obtidos a partir da teoria dos grupos e da nocdo de divisibilidade, e é uma
das muitas maneiras pelas quais a algebra abstrata pode ser utilizada para resolver
problemas cléssicos da aritmética, uma area da matematica focada no estudo dos nimeros
inteiros e suas propriedades. Essa aplicacdo do Teorema de Lagrange revela, portanto,
uma conexdo profunda e poderosa entre diferentes ramos da matemética, mostrando
como conceitos que surgem em um contexto abstrato e tedrico, como os grupos finitos e
suas ordens, podem ser usados para resolver problemas aparentemente distantes da
algebra, mas que estdo intimamente relacionados ao estudo da aritmética e da estrutura
dos nimeros.
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Estratégias para Balanceamento de Classes no BRSET:
Um Estudo de Caso em Retinopatia Diabética
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O BRSET (A Brazilian Multilabel Ophthalmological Dataset) é um banco de dados
brasileiro que retine mais de dezesseis mil imagens de fundo de olho, com foco em doencas
relacionadas ao diabetes [1]. Entretanto, o treinamento de modelos médicos sobre esses
dados é desafiador, uma vez que a distribuicao das classes costuma ser desbalanceada. No
caso especifico da retinopatia diabética, somente cerca de 6,58% das imagens do BRSET
sao rotuladas como positivas para a doenca. Dessa forma, esse trabalho busca avaliar o
desempenho de estratégias para lidar com esse desbalanceamento entre classes.

Assim, foi escolhida a rede neural convolucional, por se tratar de imagens, a qual foi
estruturada em seis blocos, cada um contendo uma camada convolucional, com ntmero de
filtros variando de 128 a 16, sendo que alguns incluiram maz pooling e batch normalization,
seguido por um bloco contendo uma camada densa final, responsavel pela classificacao,
com 128 neurodnios, utilizando Adam como otimizador.

Das 16.266 imagens, 70% foram divididas para treino (das quais 15% foram alocadas
para validagao) e 30% para testes. As métricas avaliadas foram Acurécia, Sensibilidade,
Precisao, F1-Score, AUC-ROC (Area Under the Curve of the Receiver Operating Cha-
racteristic) e Especificidade. Também ajustou-se o threshold T" com base no Fz-Score
(8 =1,5) em todas as técnicas para avaliar possiveis ganhos de desempenho.

Desse modo, as estratégias adotadas seguiram a abordagem de tratamento de dados
proposta por Johnson e Khoshgoftaar [2]. Na primeira fase, utilizaram-se as estratégias
de undersampling (U), redugao de amostras negativas, e oversampling (O), aumento de
amostras positivas, simples, ambas realizadas de forma aleatéria, buscando deixar as
classes com o mesmo nimero de imagens. O treinamento foi limitado a 30 épocas, com
parada antecipada (early stopping) pelo valor de sensibilidade (paciéncia de 3 épocas) para
evitar o overfitting e salvamento do modelo quando a sensibilidade aumentava. Observou-
se nesta abordagem, que ao se ter a sensibilidade de 100%, o modelo nao conseguia
melhorar, fazendo com que o resultado se tornasse enviesado.

Na segunda fase, para resolver este problema, os modelos foram treinados por no
méximo 30 épocas, mas com parada antecipada baseada no valor de AUC-ROC (paciéncia
de 3 épocas) e salvamento continuo, permitindo um melhor equilibrio entre sensibilidade e
especificidade. Também foi introduzido o tratamento dos dados antes de se iniciar o trei-
namento da rede, utilizando o algoritmo do K-means, agrupando as imagens a terem sua
quantidade aumentada ou diminuida em grupos de 20 clusters, garantindo a preservacao
dos padroes originais. Assim, as estratégias adotadas nessa fase foram undersampling
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com clusterizagio (UC) e oversampling com clusterizagdo (OC). Os resultados obtidos
em ambas as fases podem ser vistos na Tabela 1.

‘ Fase 1 ‘ Fase 2
Métrica

\ U \ o \ uc \ oc

| 05T 051T | 05T 093T | 05T 051T | 05T 063T
Acuracia (%) 58,30 81,76 | 77,93 94,12 | 8340 84,71 | 91,31 92,73

Sensibilidade (%) | 63,86 34,89 | 85,67 62,31 | 4517 42,68 | 7321 67,60
Especificidade (%) | 57,91 85,06 | 77,39 96,36 | 86,09 87,67 | 92,59 94,49

Precisdo (%) 9,65 14,12 | 21,06 54,64 | 18,61 19,60 | 41,01 46,37
F1-Score (%) 16,77 20,11 | 33,80 58,22 | 26,36 26,86 | 52,57 55,01
AUC-ROC 0,6614 0,6614 | 0,8974 0,8974 | 0,6999  0,6999 | 0,008  0,9008

Tabela 1: Tabela das Métricas de Erro.

A Tabela 1 indica que os métodos ainda podem ser aprimorados, sugerindo que ajus-
tes na arquitetura ou nos parametros do modelo podem levar a ganhos de desempenho.
Entretanto, mesmo com esse percurso, ¢ possivel identificar quais técnicas ajudaram a
contornar o problema de classe desbalanceada. Comparando as fases, o oversampling (O
e OC) apresentou um balanceamento melhor das métricas entre uma fase e outra antes do
ajuste do threshold, mantendo valores muito proximos apos a sua alteracao. Ja o under-
sampling (U e UC) mostrou uma melhora interessante, com as métricas realmente mais
balanceadas, mesmo com a sensibilidade mais baixa. Isso se deve, em grande parte, por-
que o corte feito no undersampling era muito brusco, com muitos dados sendo perdidos,
e a clusteriza¢ao provavelmente ajudou a manter o padrao.

Avaliando agora os métodos, no oversampling, os resultados foram mais promissores,
com AUC-ROC elevado. Na versao simples (O), observou-se sensibilidade alta, embora
perda de precisao, e o threshold de 0,93 foi o inico que manteve todas as métricas acima
de 50%. A versao da fase 2 (OC) teve seus valores bem balanceados antes mesmo do
ajuste do threshold.

Dessa maneira, os resultados evidenciaram fatos interessantes: favorecer a classe mi-
noritaria revelou-se mais vantajoso do que reduzir a classe majoritaria, e o treino com
AUC-ROC e clusterizagao deixou os valores mais balanceados sem necessitar da alteragao
do threshold. A principal consequéncia foi o custo computacional: no caso do oversam-
pling, o treino com 8.360 imagens negativas e a duplicacao da classe minoritaria resultou
em um conjunto de treino com 16.720 imagens, aumentando o tempo de treinamento.

Para trabalhos futuros, pretende-se avaliar se a arquitetura da rede neural é a mais
adequada. Também sera investigada a combinacao de técnicas, além de modelos pré-
treinados.
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Este trabalho apresenta uma andlise dos métodos de interpolagao de Newton, La-
grange e Cubic Spline [1], focando em critérios de precisdo, desempenho computacional
e estabilidade. O objetivo é investigar a adequacao de cada algoritmo para diferentes
cenarios de aplicacgao.

Para esta avaliacao, os métodos foram aplicados a um conjunto de funcoes, incluindo
polinomiais, trigonométricas, exponenciais, logaritmicas, a funcao de Runge e uma funcgao
degrau. Utilizando os valores reais das fun¢oes no intervalo de [—1, 1], com o ntimero de
pontos de amostragem (N) variando de 10 a 100, com incrementos de 10. Para cada
configuracao, a andlise quantificou duas métricas: o tempo de avaliagao sobre 10.000
iteracoes com pontos e a precisao mensurada através do erro absoluto médio. Os testes
foram realizados em uma maquina com um AMD Ryzen 5 5500U, 20GB de RAM sob o
Fedora 42.

Os resultados revelam comportamentos distintos entre os métodos. O método Cubic
Spline demonstrou convergéncia, na qual o erro absoluto médio diminuiu com o aumento
do nimero de pontos (N) para as fungdes continuas testadas, como pode ser visto na
Figura 1(a).

Em contrapartida, os métodos baseados em um polinomio de grau elevado, Newton
e Lagrange, exibiram instabilidade numérica. Para a maioria das fungoes, observa-se
divergéncia no erro a partir de N ~ 70 (Lagrange — Figura 1(b)) e N ~ 80 (Newton —
Figura 1(c)), nas quais os valores de erro crescem. Esta instabilidade manifestou-se para
a funcao de Runge, na qual a divergéncia iniciou-se em N = 30, e para a funcao degrau,
que viola a premissa de continuidade, em N =~ 40.

Embora instaveis para N elevado, a interpolagao de Newton apresenta um desempenho
superior a de Lagrange quando avaliagoes sao necessarias. Seu custo de pré-processamento
para a construcao da tabela de diferengas divididas ¢ de O(n?), mas cada avaliacao possui
um custo de O(n). O método de Lagrange nao possui etapa de pré-processamento, mas
incorre num custo de O(n?) para cada ponto. Do ponto de vista computacional, a anélise
de complexidade corrobora os tempos medidos, conforme ilustrado na Figura 1(d), onde
se apresenta a média dos tempos de execucao para cada fungao em diferentes valores de n.
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Figura 1: Comparativo dos métodos em erro e custo computacional. Fonte: Os autores.

A variancia dos dados foi incluida para avaliar a representatividade da média. Observa-se
que o método de menor custo é aquele com menor complexidade, o Cubic Spline.

O método Cubic Spline, embora apresente um erro inicial superior para valores baixos

de N, demonstrou ser uma abordagem de menor custo computacional. A sua precisao au-
menta com o nimero de pontos, evitando as oscilacoes presentes nos métodos polinomiais,
que geravam underfitting ao aproximar polinomios de maior grau para muitos pontos.

Para trabalhos futuros, propoe-se a investigacao do impacto da distribuicao de nés na
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Em 1979, Kemer caracterizou variedades de crescimento polinomial das codimensoes
via exclusao de dlgebras da variedade, demonstrando que uma variedade de algebras
sobre um corpo F de caracteristica zero tem crescimento polinomial se, e somente se,
UT,,G ¢ V. A existéncia dessa classificagdo para édlgebras ordinarias motivou a busca
de resultados que estendessem a caracterizacao demonstrada por Kemer no contexto de
identidades centrais proprias. E conhecido, por exemplo, que a dlgebra M (F') admite po-
linomios centrais préoprios, provado por Formanek e Razmyslov. Esses polindmios centrais
préprios sdo fundamentais na producao de identidades polinomiais de My _1(F'). Para o
desenvolvimento desse estudo, nogoes similares de T-ideais, variedades de &dlgebras, po-
linomios multilineares e codimensoes foram estendidas de maneira natural das algebras
ordinarias. Mediante a extensao desses conceitos, serao apresentados os teoremas de ca-
racterizagao das variedades de d-crescimento quase polinomial.

Palavras chaves: Identidades centrais, Variedades, Crescimento quase polinomial.
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Em espacos métricos, as nogoes de compacidade, ponto limite compacto e sequenci-
almente compacto sao equivalentes. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma
formulagao de compacidade nesses espacos, baseada na nocao de completude.

Segundo 1, todo espaco métrico compacto é completo, mas a reciproca nao vale. Desta
forma, para fazer tal formulagao deveremos acrescentar uma condi¢ao chamada totalmente
limitado, em que um espago métrico (X, d) é dito totalmente limitado se, para todo € > 0,
existe uma cobertura finita de X por bolas de raio .

Como aplicacao, sera provado o Teorema de Ascoli que caracteriza quais subespacos de
C(X,R™), conjunto formado por todas as fungoes continuas de X em R", sdo compactos
na topologia uniforme. Tal resultado evidencia o papel central da compacidade em analise
funcional e topologia, conectando conceitos métricos abstratos a aplicagoes concretas.
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O movimento é objeto de estudo da humanidade desde as observacoes astronomicas da
antiguidade e o pensamento filosofico da Fisica Aristotélica até os tempos atuais. O cerne
desse estudo se faz pela correspondéncia de posicoes de objetos ou particulas de acordo
com o decorrer do tempo [1]. Desta forma, podemos pensar na forma mais simples de
um Sistema Dindmico de uma particula como sendo um mapa: ® : R — R? que associa
instantes de tempo a posicoes no espaco tridimensional.

Entre as possiveis formulagoes da mecanica classica, destaca-se nesse campo investi-
gativo a Dinamica de Hamilton [2], dada pelo sistema de equagoes diferenciais no hy-
perespago de posicao q e momenta p, as chamadas varidveis candnicas. O gerador da
dinamica é a fungao hamiltoniana, H(q, p). A evolugao temporal de qualquer funcao das
variaveis canonicas pode ser obtida pelos parénteses de Poisson, definido como:

- of 99 0f 0y

onde ¢;,p; sao os componentes dos vetores de varidveis canonicas. Em particular, a
evolugao temporal no espago de fases de uma distribuigao de probabilidades F'(q, p,t)
¢é dada por:

dF (P + oFr

dt ot
A mecanica quantica, por sua vez, é normalmente feita com base em operadores de
algebras nao comutativas atuando num espaco vetorial denominado Espaco de Hilbert
[3]. Os estados fisicos de um sistema quantico sao operadores positivos-definidos descri-
tos como funcoes dos N operadores {OAl}fil que geram a estrutura algébrica do espago
correspondente [4]. Dado um dado estado quantico p(O;, t) sua evolucio temporal é dada
pela relacao: o o

P s B P

E - [p ) H ] + 57
onde H é o operador Hamiltoniano escrito em termos dos geradores da dlgebra e [A, B]
é o comutador entre A e B. Verifica-se, portanto, a correspondéncia entre os parénteses
de Poisson da dinamica classica, de algebra comutativa, e o comutador dos operadores
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da algebra nao comutativa, no caso da dinamica quantica. Dessa forma, para um dado
sistema fisico é possivel estabelecer correspondéncias com os dois tipos de dinamicas: uma
classica, comutativa, e outra quantica, nao comutativa [5, 6].
Apesar das caracteristicas distintas nas duas algebras que caracterizam as duas dinamicas,

é possivel estabelecer interpretacoes que vinculam resultados nas duas abordagens. Por
esse motivo, questoes como a representagao do sistema fisico no espago de fases [7, 8], o
conceito de trajetéria e a unicidade no procedimento de obtencao dessas correspondéncias
[9], mesmo em se tratando do mesmo sistema fisico, sao objeto de interesse investigativo
na area de sistemas dinamicos. Em alguns casos, essa correspondéncia interpretativa leva
a resultados com mesmo significado, mas ha casos em que as duas dinamicas apresentam
discrepancias que a simples correspondéncia nao ¢ capaz de conciliar. Pretende-se, nesse
trabalho, explorar essas similaridades e discrepancias em diferentes modelos de dinamicas
nas duas algebras.
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Este trabalho tem como objetivo central analisar a apropriacao e o uso pedagdgico
dos resultados da Avaliacao Somativa do SIMAVE em Matematica, aplicada ao 3° ano
do Ensino Médio, por parte dos profissionais de uma escola da rede estadual de Minas
Gerais. A partir dessa andlise, propoe-se uma intervencao didatica fundamentada nos da-
dos levantados, buscando potencializar a aprendizagem dos estudantes e contribuir para o
enfrentamento das defasagens historicas no ensino da disciplina. A Educacao Bésica bra-
sileira, especialmente nas tltimas décadas, tem sido marcada pela crescente preocupacao
com a qualidade do ensino e da aprendizagem. Essa preocupacgao ¢ impulsionada, em
grande parte, pela adogao de avaliacoes externas em larga escala, as quais desempenham
papel fundamental no monitoramento do sistema educacional e na definicao de politicas
publicas. O Sistema Mineiro de Avaliagdo e Equidade da Educagao Piblica (SIMAVE)
insere-se nesse contexto, oferecendo subsidios para a gestao pedagdgica e para a tomada
de decisoes em diferentes esferas. No entanto, observa-se que, apesar da ampla disponi-
bilidade de dados, a efetiva apropriacao dos resultados por professores e gestores ainda
representa um desafio. No campo da Matematica, essa lacuna tende a ser ainda mais
significativa, dada a persisténcia de baixos indices de desempenho e o acimulo de de-
fasagens que se intensificam ao longo da escolarizagao. De acordo com Ferreira (2019)
[1] e Marques (2017) [2], fatores como a falta de formagao especifica para a andlise dos
relatérios, a sobrecarga de trabalho docente e a dificuldade em traduzir indicadores em
praticas pedagogicas concretas comprometem a utilizacao estratégica das informacgoes
geradas. Assim, faz-se necessario investigar nao apenas como esses resultados sao com-
preendidos pelos profissionais da escola, mas também propor caminhos que possibilitem
sua integragao ao planejamento de ensino e ao processo de aprendizagem.

A presente pesquisa, desenvolvida no ambito do Programa de Mestrado Profissional em
Matemaética em Rede Nacional (PROFMAT/UNIFAL-MG), adota uma abordagem me-
todoldgica de natureza predominantemente qualitativa, com suporte de elementos quan-
titativos. Caracteriza-se como um estudo de caso e pesquisa-ac¢ao/intervengao, conduzida
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na Escola Estadual Professor Eduardo Daniel Ferreira Dias, localizada em Campos Gerais
(MG). Os participantes do estudo sdao alunos do 3% ano do Ensino Médio, professores de
Matemaética e a equipe gestora da escola. Os procedimentos metodolédgicos envolvem: (i)
analise documental dos relatérios do portal SIMAVE referentes ao desempenho em Ma-
tematica; (ii) rodas de conversa com professores e gestores, com o intuito de compreender
suas percepgoes e estratégias de uso pedagdgico dos resultados; e (iii) desenvolvimento
de uma intervencao didatica direcionada as principais defasagens identificadas, tomando
como referéncia os descritores com menor indice de acerto e as habilidades previstas na
Base Nacional Comum Curricular [3].

A pesquisa estd em andamento e encontra-se atualmente em fase de analise quantita-
tiva dos dados e planejamento da intervencao. A etapa documental foi concluida, bem
como a obtencao dos termos de anuéncia da Secretaria de Estado da Educacao de Minas
Gerais e da escola campo de estudo, além do envio da proposta para o Comité de Etica
em Pesquisa da Universidade Federal de Alfenas (UNIFAL-MG). Os préximos passos con-
sistem na aplicagao da intervencao didatica em sala de aula e na realizagao das rodas de
conversa, que permitirao verificar a analisar os dados coletados.

Espera-se que este estudo contribua para qualificar o uso das informagoes do portal
SIMAVE, fornecendo subsidios para que a escola possa refletir sobre a gestao pedagdgica e
a pratica docente, promovendo agoes mais eficazes para o desenvolvimento de habilidades,
conforme a Base Nacional Comum Curricular.

Agradecimentos

A Universidade Federal de Alfenas (UNIFAL-MG), ao Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional (PROFMAT), a Secretaria de Estado de Educagao de Minas
Gerais (SEE-MG), a Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado de Minas Gerais (FA-
PEMIG) e a Escola Estadual Prof. Eduardo Daniel Ferreira Dias.

Referéncias

[1] A. S. V. Ferreira, Interpretacao e apropriagcio dos resultados do SIMAVE: um estudo
de caso do uso das informagoes da avaliagao externa de matemdtica como instrumento
de gestao curricular. PhD thesis, Dissertacao de Mestrado, Mestrado Profissional em
Gestao e Avaliacao da Educacao Publica, 2019.

[2] M. V. S. Marques, Apropriagao de resultados da avaliagio em larga escala em uma
escola mineira de ensino médio: limites e possibilidades de acoes gestoras. PhD thesis,
Dissertacao de Mestrado, Mestrado Profissional em Gestao e Avaliagao da Educacao
Publica, 2017.

[3] BRASIL, Base Nacional Comum Curricular. Brasilia, DF: MEC, 2017.



X Workshop de Matemadtica e Matematica Aplicada Congonhas — MG, 2025

Ensino de Matematica Aplicada por meio da
Criptografia com um Site Educacional

Nicolas Francisco Martins Chagas !

Divane Aparecida de Moraes Dantas® Clistenes Lopes da Cunha 3 Tzabela Marques de Oliveira.*

Introdugao: A Criptografia é um campo dedicado a técnicas para tornar mensagens
inacessiveis para interceptadores, por meio de protocolos que as codificam de modo que
apenas destinatarios autorizados possam decodifica-las. Uma das primeiras ocorréncias
documentadas remonta ao século XV a.C na Mesopotamia. Visando proteger sua re-
ceita de ceramica, um ceramista substituiu os simbolos cuneiformes originais por outros
[1]. Apesar de rudimentar, essa prética demonstra como as cifras sdo meios eficazes de
implementar confidencialidade.

Desse modo, a Criptografia é essencial em diversos contextos até os dias atuais. Comu-
nicacao estratégica militar e politica, servigos de e-mail e cartoes de crédito, por exemplo,
seriam inviaveis sem essa area. Em resposta a evolucao dos meios de comunicagao e dos
ataques de criptoandlise, os métodos criptograficos foram inovados. Foi a aplicacao da
Matematica que possibilitou os principais avancos da area, pois a eficacia desses métodos
¢é fundamentada em conceitos matematicos como Funcgoes, Matrizes, Teoria dos Numeros
e Curvas Algébrica.

Desenvolvimento: O trabalho busca mostrar como contetidos ensinados no Ensino
Médio podem ser aplicados em Criptografia. Por isso, foram selecionadas cifras que permi-
tem associacao direta com tépicos curriculares, como a Cifra de César (fungdes bijetivas)
e a Cifra de Hill (matrizes).

A Cifra de César, um dos métodos criptograficos mais conhecidos, consiste em deslo-
car cada letra da mensagem original no alfabeto em um nimero de casas definido pela
chave [2]. Era usada para conferir confidencialidade & comunicac¢ao militar, mas pode ser
facilmente quebrada por ataques de forga bruta.

Enquanto isso, a Cifra de Hill se baseia em realizar transformagoes reversiveis em ma-
trizes. A chave é uma matriz quadrada K com det(K) #Z 0 mod(28) e mdc(det(K),28) =
1. As letras da mensagem sao convertidas em numeros e inseridas em uma matriz, que
entao é dividida em vetores coluna. Cada vetor é multiplicado pela matriz chave e alo-
cado novamente em uma matriz, cujos elementos sao extraidos e convertidos em letras
novamente, formando o texto cifrado. Para decodificar, o texto cifrado deve ser realocado
em uma matriz numérica que serd dividida em vetores e multiplicada pela matriz inversa
da chave. Ao realizar a montagem e a conversao de volta para letras, obtém-se o texto
original, [3].
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Ambos os métodos sao cifras simétricas, ou seja, a mesma chave é usada para cifrar
e decodificar. Isso cria a necessidade de combinar a chave previamente, que é limitante,
especialmente em sistemas computadorizados modernos. Para solucionar esse problema,
foi proposto o conceito de criptografia assimétrica. Para cada usuério é criada uma chave
privada £ e uma publica D, de forma que determinar D a partir de £ é computacio-
nalmente invidavel. Se Bob quer enviar uma mensagem para Alice, ela é cifrada ptublica
dela. Apenas Alice, com sua chave privada, pode decodificar a mensagem, garantindo
confidencialidade. Se Bob quer provar que ele é o remetente, ele cifra a mensagem com
sua chave privada. Assim, todos podem usar a chave piblica dele para verificar a auten-
ticidade. Isso resolve o problema da distribui¢ao de chaves e permite o uso de assinaturas
digitais [4]. Uma das implementagdes desse conceito é o RSA, cuja seguranca é baseada
na dificuldade de computadores em fatorar nimeros primos grandes, [5].

Para abordar os principios matemaéticos presentes na criptografia classica, estamos
elaborando um site no qual cada pagina apresenta uma explicacao tedrica da matematica
por tras de uma cifra, em conjunto com um simulador que realiza a cifragem, decifra-
gem e exibicao do passo a passo do procedimento, fundamentando-se nas informacoes
disponibilizadas pelo usuario. Assim, o estudo se torna mais interativo e relacionado a
uma aplicagao pratica. Além dos materiais associados a esses valores, o site possui uma
péagina para testar nimeros primos, a qual serda fundamental para os proximos topicos
relacionados a criptografia RSA

Conclusao: Desde a Antiguidade até os dias de hoje, cifras sao empregadas para
garantir seguranca e privacidade durante uma troca de informagcoes. Além disso, a Crip-
tografia aplica conceitos matematicos que estao incluidos no Ensino Médio, como Matrizes
e Funcgoes. Portanto, o ensino de Criptografia é recurso valioso para refor¢ar o aprendizado
desses temas. Contetdo claro e dinamico sobre Criptografia pode servir de introdugao a
estudantes, motivando a curiosidade deles pelo campo. Material desenvolvido disponivel
em: criptocefet.github.io.

Palavras-chave: Criptografia, Cifra de César, Cifra de Hill.
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Modelagem Matematica do Tipo SI Aplicado ao
Estudo da Tuberculose no Estado do Rio de Janeiro

Levy dos Santos de Paula!
Cristiane de Souza Siqueira2

Orlando dos Santos Pereira °

O presente trabalho tem como objetivo usar o modelo epidemioldgico SI(Suscetivel-
Infectado) para avaliar a dinamica da Tuberculose no estado do Rio de Janeiro entre os
anos de 2013 e 2023, auxiliando na previsao de sua propagacao e no desenvolvimento de
estratégias de controle.

A tuberculose é uma doenca infectocontagiosa causada pela bactéria Mycobacterium
tuberculosis ou Bacilo de Koch. Estima-se que no periodo de um ano um individuo
Bacilifico, que pode eliminar bacilos para o exterior, conseguira infectar de 10 a 15 pessoas.
A tuberculose é transmitida de pessoa para pessoa, principalmente através do ar, como
em atos de falar, espirrar e principalmente tossir. As principais motivacoes da pesquisa
vém do fato da tuberculose, segundo a Organizacao Mundial de Satide (OMS), ser a
décima doenca que mais mata no mundo, ultrapassando as mortes causadas pelo HIV e
maldria[l]. Ainda segundo a OMS, a tuberculose é responsavel por mais de 1 milhao de
mortes todos os anos desde 2010[2].

Resumidamente, segundo Bassanezi [3], um modelo matemético é uma descri¢ao de um
fenomeno do mundo real, frequentemente apresentado por meio de fungoes ou equagoes.
Dessa forma, os modelos traduzem em linguagem matematica a propagacao das doencas.

Primeiramente, essa pesquisa tem como base o trabalho de Falcao[4], que tratou da
utilizacao do modelo SI na modelagem da hanseniase em Cod6-MA.

Esse modelo considera a populagao dividida em duas subpopulagdes: Suscetiveis (5),
que sao os individuos sadios, podendo contrair a doenga ao entrar em contato com os infec-
tados, e Infectados (I), que sao individuos portadores da doenga, que podem transmiti-la.
A dinamica desse modelo é descrita pelo seguintes sistema de equagcoes diferenciais ja
discretizado:

St+1 - S =aS — Bstfu (1)
Iiyn — I = BSil, — 1y, (2>

em que S(t) é o numero de individuos suscetiveis no tempo ¢; I(¢) é o numero de in-
dividuos infectados no tempo ¢; a taxa de variagao (crescimento ou decrescimento) dos
suscetiveis; é a taxa de transmissao, que representa a probabilidade de um individuo
suscetivel ser contaminado por um individuo infectado; v taxa de decrescimento da classe
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dos infecciosos(taxa de cura ou mortalidade); Usando que Siy1 + ;41 = 1 e manipulando
as equacoes (1) e (2), obtém-se que os infectatos I; stisfazem a uma equagao logistica

It+1 = T]t(l - It)7 (3>

emquerzl—’y%—l%l.
Neste caso do modelo discreto, o nimeror r acima é o nimero de reprodutividade basal,
que representa o nimero médio de novos infectados gerados por um 1nico infeccioso.
Para a obtencao do valor de § = 0, 00000333, foi realizado uma regressao linear, como
mostra a Figural (a esquerda) e, de modo andlogo, usando os suscetiveis, calculou-se
a = 0,00102. Com isso, substituindo o valor de 8 na Equacao 2 do sistema, encontrou-se

v = —0,0218706 e portanto, r = 1,0218740.

infectados x tempo projecdo versus ano
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@ infectados = 3 33E-06% +128E-04 R*=0,765 ano

Figura 1: Regressao linear dos infectados (a esquerda) e projecao do Modelo Logistico
(a direita).

Os resultados indicam que a doenca permanecerda em estado endémico e tende a se
estabilizar a partir do ano de 2350 (Figura 1, a direita). No futuro, sera realizado uma
simulacao no MATLAB usando o método de Euler, afim de verificar aderéncia do modelo
aos dados.
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Grupos de cohomologia de De Rham do espaco
projetivo real

Pablo Augusto Santos Nogueira !

Prof. Dr. Lonardo Rabelo®

Este trabalho apresenta um estudo detalhado e o calculo explicito dos grupos de coho-
mologia de De Rham para o espagovprojetivo real, RP". A cohomologia de De Rham, uma
ferramenta fundamental da topologia algébrica, permite extrair informacoes topoldgicas
de uma variedade a partir da analise de suas formas diferenciais. O objetivo principal é
demonstrar como a estrutura diferencial desse espaco cléssico reflete suas caracteristicas
topoldgicas. As referéncias a serem utilizadas sao [1], [2] e [3].
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Maximo de Pares Resto-Quociente na
Divisao Euclidiana dos Inteiros (Gaussianos
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O conjunto dos inteiros gaussianos, Z[i|, é um subanel do corpo dos nimeros com-
plexos, formado por nimeros da forma a + bi, em que a e b sao inteiros e i representa a
unidade imaginéria.

Em Z[i], é possivel definir a fungao norma do seguinte modo:

N :Z[i] - N
a+ bi — a® + b?

Com essa definicao, é possivel provar que:

Teorema 1 (Divisao Euclidiana) Dados D,d € Z[i] com d # 0+ 0i, sempre existem
q,r € Z[i] tais que D =q-d+r e N(r) < N(d).

Perceba que o Teorema 1 garante que Z[i] é um dominio euclidiano, ou seja, dados dois
inteiros gaussianos, sempre é possivel realizar a sua divisao de forma analoga a divisao
euclidiana de nimeros inteiros - o que estabelece diversos paralelos entre as aritméticas
de Zl[i] e Z, servindo como uma das principais motivagoes para o estudo dos inteiros
gaussianos.

Ademais, é possivel acrescentar uma restricao adicional ao resto que pode ser aceito
em uma divisao euclidiana de Z[i], como é mostrado abaixo:

Teorema 2 (Divisao Euclidiana Forte) Dados D,d € Z[i] com d # 0+ 0i, sempre
existem q,r € Z[i| tais que D = q-d+1r e N(r) < 0,5N(d).

Tomando D = 4 + 2i e d = 3 + 14, por exemplo, a divisao euclidiana forte pode ser
realizada da seguinte forma:

442i=(1+0i)- (34 1) + (1 + 14)

Entretanto, também poderiamos ter feito:

4+2i=(2+0i) - (3+1i)+ (—2+ 0i)

Com isso, fica evidente que nem sempre a divisao euclidiana forte pode ser realizada de
forma tnica em Z[i], o que conduz ao seguinte questionamento: qual é o nimero maximo
de pares resto-quociente para uma divisao em Z][i|?
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Este trabalho tem como objetivo responder esse questionamento e continuar explo-
rando a divisao euclidiana de inteiros gaussianos por meio da anélise das particularidades
aritméticas associadas a cada ntmero possivel de pares resto-quociente.
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Métodos Numéricos na Resolugao de EDOs:
Estudo de Caso em Circuito RC
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Este trabalho foca na analise do desempenho e da precisao de diferentes métodos
numeéricos aplicados a resolu¢ao de uma Equagao Diferencial Ordindria (EDO) que modela
a descarga de um capacitor em um circuito RC com tensao de entrada variavel.

A tensao V.(t) em um capacitor de um circuito RC [1] com resisténcia R = 1002 e
capacitancia C' = 0,001 F, submetido a tensao de entrada V;,(t) = 12 cos(2nt) V, satisfaz
a Equagao Diferencial (1):

Ve _ Vialt) = Ve

d RC
com condi¢ao inicial V.(0) = 0. O objetivo é aproximar V.(t) para t € [0,5] segundos,
usando passo h = 0,25 s.

Para realizar a tarefa foram selecionados os métodos numéricos: Fuler Implicito
(EI) e Explicito (EE), Adams-Bashforth 2 (AB2), Adams-Moulton 2 (AM2), o Método
do Trapézio (TI), Backward Differentiation 2nd-order (BDF2), Ponto Médio Explicitio
(PME) e Método do Ponto Médio Implicito (PMI) [2]. Todos foram implementados em C
e executados em um sistema com processador AMD Ryzen 5 5500 e 32 GB de RAM, sob
o Fedora 41. Os resultados relacionados aos erros e tempo foram apresentados na Tabela
1, em que Q1, Q2, Q3 e Q4 correspondem, respectivamente, aos intervalos [0;1,25], [1,25;
2,5, [2,5;3,75] e [3,75; 5,0].

Tabela 1: Tabela das Métricas de Erro

=10 (12 cos(2nt) — V,), (1)

| Métodos Instaveis | Métodos Estaveis
Métricas

| EE AB2 PME | EI AM2 TI BDF2 PMI
Erro (Q1) 4.62 45.36 5.80 0.28 1.40  0.14 1.58 0.31
Erro (Q2) 36.84 1.41 x 10% 67.91 0.29 0.14  0.10 0.22 0.29
Erro (Q3) 279.65 4.37 x 109 77.03 x 101 | 0.24 0.07 0.12 0.23 0.26
Erro (Q4) 2.92 x 103 3.88 x 107 12.98 x 10% | 0.26  0.08  0.11 0.23 0.27
Erro RMS 1.56 x 103 2.06 x 10° 69 x 102 0.27 0.69 0.12 0.79 0.28
Erro 4.6 x 10 7.74 x 1010 2.16 x 10° 0.67 0.05 1.29 2.14 1.74
Tempo (us) 3.18 3.56 3.86 5.02 5.02 5.49 5.53 6.22
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Para estimar o custo computacional, contabilizou-se o total de avaliacoes da funcao
da EDO ao longo da simulagao [2], conforme a Equacao (2):

Custo = ny - b;a’ (2)

em que ny é o numero de avaliacoes da fungéo f(¢,y) por cada passo h e [a, b] é o intervalo.

A partir dos resultados obtidos, notou-se que os métodos explicitos apresentaram tem-
pos médios de execugao (Tabela 1) e custo computacional (Figura 1(a)) menores, possivel-
mente por nao exigirem a busca de zeros da fungao a cada iteracao. Contudo, mostraram-
se instaveis, explodindo a cada passo. Assim, focou-se em apresentar as solu¢ées em funcao

do tempo de cada um dos métodos estaveis, juntamente com a solucao exata, conforme
Figura 1(b).

30

20

Voltagem do Capacitor (V)

Custo Computacional (avaliages da funcéo)

EE AB2 PME BDF2 El PMI AM2 Ll

Tempo (s)

(a). Custo computacional de cada método. (b). Simulagoes em relagao ao tempo.

Figura 1: Comparativo dos métodos. Fonte: Os autores.

Os métodos Trapézio, Ponto Médio Implicito e Euler Implicito mostraram maior es-
tabilidade por serem autoinicializaveis, ao contrario de Adams-Moulton e BDF2, que
dependem de um valor inicial. A partir do 3° quartil, o método Adams-Moulton se recu-
perou, apresentando menor erro e alta adaptabilidade. Por outro lado, os métodos mais
estaveis implicam maior custo computacional, ao contrario dos menos estaveis.

Para pesquisas futuras, espera-se investigar as razoes dos métodos explicitos terem
apresentado resultados insatisfatorios nesse problema.
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DinAmica cadtica no toro T2
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Resumo

Os sistemas dinamicos constituem uma area da Matematica responsdavel por modelar
e ajudar a compreender o comportamento de fenomenos naturais conforme o tempo
passa. Estes podem ser classificados em continuos e discretos, dependendo da natu-
reza do tempo considerado. Os sistemas dinamicos continuos tratam o tempo como uma
variavel continua, enquanto os sistemas dinamicos discretos tratam o tempo em etapas
discretas, ou seja, descrevem o comportamento em momentos especificos. Neste trabalho,
estudaremos a funcao f4 : T? — T? dada por

fa(zy, o) = w(A(z1,29)) = (1 + 22 mod 1,27 mod 1)

onde 7 : R? — T? é a projecao dada por m(xy,79) = (1 mod 1,79 mod 1) e A é a

matriz
1 1
1= (1 o)

em um exemplo muito conhecido de um automorfismo hiperbélico do toro. Apresenta-
remos alguns resultados importantes sobre o comportamento da dinamica no toro T?2,
como a existéncia de conjuntos estaveis e instaveis, pontos periddicos, orbitas densas,
transitividade, e por fim, o caos. Este estudo foi baseado em [1] e [2].

Palavras-chave: Sistemas dinamicos discretos, toro, conjuntos estaveis, conjuntos instaveis,
caos.
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Codigos Corretores de Erros
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Os Coédigos Corretores de Erros fazem parte da vida de varias pessoas, como uma
ferramenta. Esta presente em intmeras fungoes do nosso dia a dia, como o Wi-Fi, CDs,
DVDs, QRCode, ou até mesmo em uma simples compra no mercado, ou em recepcao
de imagens de um planeta a quilometros de distancia da Terra, que é enviada através
de dados via satélite. Uma teoria fundada pelo matematico Claude Elwood Shannon
(1916-2001), por volta dos anos de 1950 e, posteriormente com uma grande contribui¢ao
das pesquisas do também matematico Richard Wesley Hamming (1915-1998) [1] [2] [3].
Estudos na area de Teoria dos Niumeros sao primordiais para um melhor entendimento
deste tema [4]. O esquema de um c6digo é apresentado pela Figura 1:

FONTE CODIFICADOR » | CODIFICADOR
DAFONTE DE CANAL
l CANAL
S DECODIFICADOR DECODIFICADOR
USUARIO |+— -—
DAFONTE DE CANAL

Figura 1: Esquema de um Coédigo.
Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Uma importante contribuicao de Hamming, a chamada “Distancia de Hamming”, pode
ser definida como:

Definicao 1 Dados dois elementos u, v € A", a distancia de Hamming entre u e v €
definida como:
d(u, v) = [{i;u; #v;,1 <i < n}|.

Nosso objetivo é estudar esse e outros conceitos bésicos relacionados aos Codigos
Corretores de Erros, com o intuito de explorar estratégias para tornar a apresentacao do
tema mais inclusiva e acessivel.
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A parabola de curvatura para superficies
de coposto 1 em R?

Rafael de Castro Andretto!
Pedro Benedini Riul?

Considerando M uma superficie de coposto 1 em p € R?, nosso objetivo é estudar a
sua geometria de segunda ordem, ou seja, as caracteristicas de M herdadas de sua segunda
forma fundamental. Para isso, definimos a primeira e segunda formas fundamentais e a
parabola de curvatura A,: uma curva plana contida no plano normal que desempenha
um papel similar a elipse de curvatura para superficies regulares, definida em [1].

Em [2], o autor prova que existem quatro A%-érbitas no conjunto de germes de
aplicacoes de coposto 1: f : (R%0) — (R3,0). Mostramos que a pardbola de curva-
tura é um invariante completo desta classificacdo. Além disso, provamos que, dadas
duas superficies localmente parametrizadas por dois germes de aplicacao de coposto 1,
f,g: (R?,0) — (R30), tais germes sao R* x O(3)-equivalentes se, e somente se, existe
uma isometria linear entre os dois planos normais das superficies que mapeia a parabola
de curvatura de uma superficie na da outra. Portanto, fica evidente que a parabola de
curvatura A, codifica toda a geometria de segunda ordem de M em p. Este estudo é
baseado em [3].
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Identificacao Exata de Grupos Fuchsianos
por Meio de Curvas Algébricas de Grau Par

Rafael Ferreira Cardoso’
Anderson José de Oliveira?
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Este trabalho contribui para o desenvolvimento da teoria de sistemas de comunicacao,
area essencial na transmissao de dados, composta por fontes, codificadores, canais e deco-
dificadores, até o usuario final. Nas ultimas décadas, especialmente a partir dos trabalhos
de Valery Goppa, na década de 1970, e de Mark Goresky, na década de 1980, a andlise
de curvas algébricas e de espacos com curvatura negativa consolidou-se como uma das
principais abordagens matematicas para o aprimoramento desses sistemas.

Propomos um novo tratamento para obter e interpretar grupos fuchsianos associados a
curvas definidas por 4> = 2" £ 1, com n € N par, e analisar suas propriedades geométricas.
Os geradores sao obtidos pelo Algoritmo de Whittaker [1], modificado para representar
as raizes em radicais, eliminando aproximagoes comuns na literatura [1, 2]. Identificagoes
aproximadas sao usadas em aplicagoes especificas, mas limitam generalizagoes.

Buscamos fornecer ferramentas algébricas para estudos em tesselagoes hiperbélicas.
Pelo procedimento de Whittaker, partimos das raizes da curva algébrica, determinamos o
poligono fundamental via transformacgoes elipticas .S; de cada aresta, normalizadas quando
necessario. Fixada uma transformacao, calculamos os produtos S;S;, j # 1, e, constatando
que sao transformacoes hiperbdlicas, identificamos os geradores do grupo fuchsiano.

Definigao 1 Denote por D = {z € C: |z| < 1} o disco de Poincaré. As isometrias de D
sao exatamente as transformagoes de Mobius

(>_M
T _Ez—i—a

Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto do grupo dessas isometrias.

, a,BeC, |af — |8 =1 (1)

Resultados para valores especificos de n (como 2,4,6,8) revelam padroes nos tragos
das matrizes dos geradores, sugerindo regularidades passiveis de formulagao conjectural.
Esses padroes podem subsidiar a classificacao de familias de grupos fuchsianos oriundos
de curvas de grau par e estabelecer relacoes com invariantes do poligono fundamental.
Essa classificagao, apoiada por representagoes exatas, abre possibilidades para aplicagoes
em teoria de codificacao, especialmente em cenarios com simetrias hiperbdlicas centrais.

'Mestrando em Estatistica Aplicada e Biometria, Universidade Federal de Alfenas,
rafael.cardoso@sou.unifal-mg.edu.br
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Exemplo 1 Seja a curva y?> = 2° — 1, apds obter as seis raizes na forma de radicais,
aplica-se o procedimento de Whittaker, gerando transformacdoes com coeficientes exatos,
como:

S5-3vB, 4 (134 \/3i)
(—3 — /3i)z 4 54381
Trata-se de uma transformacdao hiperbdlica, pois |tr(S1S2)] =5 > 2, andloga para os de-
mats  produtos S;S;. Os geradores do grupo sao  denotados  por

I' = (5155, 5153, 5154, 5155, 515) -

S159 =

A Figura 1 apresenta um decagono hiperbdlico, apds as transformagoes aplicadas ao
hexagono hiperbdlico, além da superficie bitoro, associados & curva y? = 26 — 1.

Figura 1: Decédgono hiperbélico e bitoro associados a curva y? = 26 — 1.

Fonte: os autores.

Concluimos que a identificagao exata de grupos fuchsianos associados a curvas algébricas
permite construir tesselacoes hiperbdlicas com propriedades de uniformidade e simetria
aplicaveis a modelagem de grafos altamente estruturados [3]. Essas estruturas funda-
mentam o desenvolvimento de cédigos geometricamente uniformes, com aplicagoes dire-
tas em sistemas de comunicacgao, oferecendo eficiéncia na correcao de erros e robustez a
ruidos. Além disso, a abordagem algébrica favorece algoritmos computacionais precisos
para manipulagao desses grupos, ampliando seu uso em cendrios praticos, como canais
com topologias complexas e ambientes onde a geometria influencia a transmissao de dados.
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O Impacto da Métrica de Distancia na Classificagao
de Arritmias com o Algoritmo KNN

Renan Catini Amaral®
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Angela Leite Moreno®

As arritmias cardiacas representam um risco significativo para a saide, sendo funda-
mental um diagnostico preciso para um acompanhamento clinico adequado. Entretanto, a
andlise de eletrocardiogramas (ECG) baseada na interpretagao visual é uma tarefa com-
plexa, que pode ser subjetiva e gerar divergéncia entre profissionais [1]. Assim, ao se
utilizar algoritmos de Aprendizado de Maquina (Machine Learning-ML) e padroes do
ECG, consegue-se prever o diagnéstico com maior precisao e confiabilidade.

E nesse cendrio que este trabalho esta inserido, separando os diagnésticos em nor-
mais e anormais, buscando analisar qual configuracao do modelo é mais sensivel para
identificar corretamente cada tipo de batimento. O conjunto de dados utilizado para
tal tarefa foi o tratado por [2], obtido diretamente do “MIT-BIH Arrhythmia Database”
[3]. Este conjunto contém registros de ECG com cerca de 30 minutos de duragao. No
pré-processamento, cada exame foi separado batimento por batimento, visando treinar o
modelo para reconhecer os diferentes tipos de batimentos. Cada batimento foi rotulado
seguindo o padrao AAMI, sendo eles: batimentos normais (N), supraventriculares (S),
ventriculares (V), fusdo (F) e nao classificaveis (Q). Ao se analisar a quantidade de dados
em cada classe, verificou-se que ele é altamente desbalanceado, com cerca de 93% de casos
classificados como normais. Portanto, tais rétulos foram separados em dois grupos: os
normais (N), compostos somente por batimentos rotulados como N, e os anormais (AN),
composto por todos os outros rétulos, visando reduzir o desbalanceamento e possibilitar
a formulagao de um problema bindrio, para uma primeira investigacao.

Para realizar a classificacao, o algoritmo de aprendizado de maquina escolhido foi o
K-Nearest Neighbors (KNN). A base de dados foi dividida em 70% para treinamento e
30% para teste. A busca por hiperparametros foi realizada no conjunto de treinamento
utilizando a técnica 5-fold comparando-se o desempenho do modelo sob diferentes métricas
de distancia (Minkowski), controladas pelo hiperparametro p. O resultado indicou que,
dentre os valores testados para o numero de vizinhos (n_neighbors € {5,7,9,11,15}, o
valor ideal foi 5 e que o uso de pesos ponderados pela distancia (weights = distance)
apresentou os melhores resultados consistentemente. Para os casos p = 1 e p = 2, esses
valores foram encontrados por meio de uma busca em grade (Grid Search). No entanto,
para os testes com p = 4 e p = 8, a busca completa se mostrou inviavel devido ao alto

!'Departamento de Ciéncia da Computacdo, Universidade Federal de Alfenas, renan.amaral@sou.unifal-
mg.edu.br

2Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista, reginaldo.silva@unesp.br

3Departamento de Matemética, Universidade Federal de Alfenas, angela.moreno@unifal-mg.edu.br



custo computacional. Nesses casos, o valor de n_neighbors foi fixado em 5 (com base no
resultado anterior) e a otimizagao focou no hiperparametro weights. Todo o processo de
otimizagao foi focado em maximizar a Sensibilidade.

Os resultados dos testes, reunidos na Tabela 1, apontam a distancia Euclidiana (p = 2)
como a de melhor desempenho. Esta configuracao se destacou por alcancar a maior
Sensibilidade, com 83,74%. A prioridade foi dada a esta métrica, pois em um diagndstico
clinico, a importancia de um Falso Negativo (ndo detectar uma arritmia real) é muito
maior do que o de um Falso Positivo. A superioridade do modelo com p = 2 é confirmada
em sua matriz de confusao (Figura 1), que mostra o menor nimero de Falsos Negativos
entre os testes: 323, ou seja, 323 batimentos anormais foram classificados como normais,
ao custo de somente 9 batimentos normais classificados como anormais em relacao ao
melhor modelo apresentado. Portanto, esta configuracao provou ser a mais eficaz para a
tarefa. Os proximos passos da pesquisa sao verificar se isso se mantém para o problema
multiclasse e também utilizar outros classificadores para tratar o problema.

Métrica Accuracy Recall ROC F1 Precision Specificity

1 98,50 81,98  0,9090 0,8899 97,31 99,82
2 98,60 83,74 09176 0,8982 96,86 99,78
4 98,49 82,94 0,9134 0,8906 96,15 99,73
8 98,33 81,38  0,9053 0,8781 95,34 99,68

Tabela 1: Resultados do treinamento do modelo KNN.
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Figura 1: Matrizes de confusao do modelo KNN para cada métrica. Fonte: Os autores.
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Avaliacao do Desempenho do Método Adams-
Bashforth: Um Estudo sobre Ordem e Inicializacao

Leonardo Bonardi Marques Silva!
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O trabalho analisa e compara a convergéncia de um mesmo método numérico, com
diferentes ordens, na resolugao de uma Equagao Diferencial Ordinéria (EDO). Para isto,
considere o seguinte problema: um farmacologista estuda a absorcao e eliminacao de
um medicamento injetado na corrente sanguinea. A concentracao do medicamento, I(t),
diminui com o tempo devido ao metabolismo do corpo. A taxa de variacao da concen-
tracao é proporcional a propria concentracao, um processo de decaimento de primeira
ordem. A taxa de varia¢do da concentragdo de medicamento I(t) é modelada pela EDO
% = —kI + D, em que k é a constante de eliminacao do medicamento e D ¢é a taxa
de absorcao constante. Para isto, considerou-se a constante de eliminacdo k = 2h™', a
taxa de absorcdo D = 10mg/L/h e a concentracdo do medicamento é zero no inicio do

processo. Assim, temos o Problema de Valor Inicial (PVI):

I —

af :M:m_y
dt

1(0) =0

O PVI foi resolvido utilizando o Método Adams-Bashforth de segunda, terceira, quarta e
quinta ordem [1]. Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 1.

o
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(a) Inicializagdo Degradada. (b) Inicializacdo Aprimorada.

Figura 1: Comparagao entre os Métodos de Adams-Bashforth de diferentes ordens.
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Ao analisar a Figura la, a inicializacao degradada dos pontos foi realizada pelo método
de Euler explicito de primeira ordem, introduzindo um erro significativo nos primeiros
pontos calculados. Como o método de Adams-Bashforth depende dos dados ja calculados,
o erro se propagou e se acumulou em cada iteracao, afetando desproporcionalmente os
métodos de ordem mais alta. Isso ocorre porque os métodos de ordem mais alta utilizam
mais pontos iniciais (com “m&” precisdo) em seus calculos, amplificando o erro total.
Em contrapartida, a Figura 1b mostra os resultados da inicializagao apropriada, na qual
foi realizada separadamente para cada ordem, sendo Euler explicito de primeira ordem
para Adams de segunda ordem, Runge-Kutta de segunda ordem para Adam de terceira,
Runge-Kutta de terceira para Adam de quarta e Runge-Kutta de quarta para Adams de
quinta. Como a precisao dos pontos de partida foi melhorada, permitiu-se que os métodos
de ordem maior operassem de forma mais préoxima de seu potencial tedérico. Observa-
se a convergéncia para todas as ordens de Adams-Bashforth é muito mais consistente

com a solugao exata. Mas o que acontece se o intervalo for ampliado? Sera que seu
comportamento se mantém?

—e— Solugao Exata
—e- Adams-Bashforth 2 I
—e~ Adams Bashforth 3 i
Adams-Bashforth 4 i
—e- Adams-Bashforth 5 i
\
1

o 1 2 3

Figura 2: Métodos de Adams-Bashforth com mais iteragoes.

Infelizmente nao, como pode ser observado na Figura 2. Novamente, mesmo com a
melhoria inicial, o método de Bashforth acumula os erros de convergéncia a cada iteracao.
Portanto, quanto mais pontos com “ma” precisao sao utilizados, maior sera o erro por
ordem, afetando consequentemente os métodos de ordem maiores, como visto nos graficos.

Com isso, pode-se observar comportamento inesperado do método de Adams-Bashforth.
Contrariando a premissa de que métodos de ordem superior proporcionam maior pre-
cisao, os dois métodos de ordens menores (segunda e terceira) obtiveram uma melhor
convergéncia em relagdo aos dois métodos de ordens maiores (quarta e quinta). FEsse
fenomeno é uma consequéncia direta do problema de inicializacao, que impacta a acu-
mulagao de erros ao longo das iteragoes.

Ainda é possivel investigar como o tamanho do passo afeta a convergéncia e a eficacia
do método de Adams-Bashforth.
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Analise das orientacoes didaticas nos documentos
curriculares oficiais de Grandezas e Medidas!
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A Matemaética é uma ferramenta crucial para a compreensao do mundo e a formagao
de cidadaos criticos. Longe de se limitar a quantificar e calcular, a disciplina ¢ responsavel
por criar sistemas abstratos que organizam fendmenos como espac¢o, movimento, formas
e numeros, os quais sao fundamentais para a compreensao, representacao e construgao
de argumentos consistentes. Deste modo, ajuda a compreender o mundo e é resultado
da iteragdo humana com o ambiente [1]. Assim, a Matemética se torna uma ferramenta
fundamental para a compreensao do mundo e a formacao de cidadaos criticos.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [2] a falta de conhecimento
matematico pode limitar a compreensao e a participacao em questoes sociais. Por sua
vez, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [1] destaca que a Matemética contribui
para a cidadania ao desenvolver o raciocinio légico, a capacidade de investigacao e a
resolucao de problemas sociais, além de estimular a avaliacao critica e ética de informagoes.
Enquanto o Curriculo Referéncia de Minas Gerais (CRMG) [3] foca no papel do curriculo
como materializador do direito de aprender, definindo o que, por que e quando ensinar,
alinhando o conteido as expectativas da sociedade.

Nesse contexto, o eixo Grandezas e Medidas é fundamental para a compreensao da
realidade e para a quantificacao de fendomenos do mundo fisico. Sua relevancia na formagao
do individuo foi evidenciada ao ser incorporada como um eixo tematico nos PCN em 1997,
que reconheceu Grandezas e Medidas como um campo mateméatico autonomo e nao mais
como um ramo da Geometria. O documento ressalta a relevancia social e o carater pratico
e utilitario do tema. A BNCC e o CRMG reforcam essa ideia, afirmando que a unidade
tematica contribui para a consolidacao da nocao de nimero, a aplicagao da geometria e
o desenvolvimento do pensamento algébrico. O CRMG ainda adiciona que essa unidade
propicia o desenvolvimento de atitudes éticas, responsaveis e sustentaveis do consumo.

A abordagem de “Grandezas e Medidas” também se alinha profundamente com os
quatro pilares da educacao da UNESCO [4]. O “aprender a conhecer” é atendido quando
o aluno compreende conceitos matematicos abstratos, resolve problemas historicos e inte-
gra a Matematica a outras disciplinas como Ciéncias e Geografia. Enquanto o “aprender
a fazer” é promovido pela aplicacao pratica da Matemaética em situagoes cotidianas e pelo
uso de instrumentos de medicao. Além disso, estimula o desenvolvimento de habilidades
de investigagao e raciocinio agil. J4 o “aprender a viver juntos” é promovido ao se uti-
lizar o tema para debater questoes sociais e ambientais, como movimentos migratorios e
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distribuicao de renda, e ao se trabalhar de forma cooperativa. Por fim, “aprender a ser”
¢é contemplado quando o aluno desenvolve senso critico e autonomia, compreendendo a
imprecisao das medidas e atuando de forma ética e responsavel em relacao ao consumo.
Essa abordagem contribui para a formacao de um cidadao autonomo e consciente.

No que diz respeito aos objetivos, os documentos apresentam similaridades e dife-
rencas. O PCN, nos 3° e 49 ciclos, visa & competéncia métrica, levando o aluno a ampliar
e construir nogoes de medida, e a resolver problemas que envolvam diferentes grande-
zas. O documento também sugere o estudo de grandezas determinadas pela razao ou
produto de outras, como velocidade e densidade demografica. A BNCC, nos anos finais,
espera que os alunos reconhecam grandezas como comprimento, area, volume e abertura
de angulo, e que consigam resolver problemas utilizando unidades de medida padroniza-
das. O CRMG também enfatiza o desenvolvimento de atitudes éticas e sustentaveis em
relagao ao consumo.

A anélise detalhada das habilidades nos documentos para os anos finais do Ensino
Fundamental (6° ao 92 ano) revela um aprofundamento progressivo do tema:

e 6° Ano: O foco é em problemas envolvendo grandezas como comprimento, massa,

tempo, temperatura, area e volume, sem o uso de férmulas.

e 7° Ano: As habilidades incluem o célculo de volume de blocos retangulares, o es-
tabelecimento de expressoes de cdlculo de drea de triangulos e quadrilateros, e a
compreensao da medida do comprimento da circunferéncia.

e 82 Ano: O estudo se aprofunda na drea de figuras planas e do circulo, e no cdlculo
de volume de cilindro reto, além de medidas de capacidade.

e 92 Ano: Os alunos devem reconhecer e empregar unidades de medida para distancias

muito grandes ou pequenas, além de trabalhar com volume de prismas e cilindros.

A andlise revela que os documentos curriculares brasileiros, através do eixo Grandezas

e Medidas, buscam superar um ensino meramente técnico. Eles se complementam na

formagao de cidadaos capazes de aplicar conhecimentos matematicos de forma critica e

contextualizada, respondendo as demandas sociais contemporaneas. Essa convergéncia

transforma o tema em ponte entre teoria matematica e pratica cotidiana, além de eixo

integrador com outras areas do conhecimento. Assim, fica uma reflexdo: se os relacionam

uma abordagem contextualizada, alinhada para a formagao cidada, como nossos alunos
continuam com dificuldades nesses conceitos?
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Compacidade na Topologia Fraca*:
o Teorema Alaoglu-Bourbaki
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O Teorema de Tychonoff é um resultado com aspecto topoldgico que possui equi-
valéncia a dois importantes resultados da Teoria de Conjuntos: o Axioma da Escolha e o
Lema de Zorn. A equivaléncia existente entre esses trés resultados possibilita que seja feita
a prova de um importante resultado da Analise Funcional: o Teorema Alaoglu-Bourbaki.

Em espagos normados de dimensao finita, bolas fechadas unitarias sao sempre com-
pactas. No entanto, em dimensao infinita, essa propriedade falha na topologia da norma,
o que motiva o estudo da topologia fraca e o uso do Teorema de Alaoglu-Bourbaki para
contornar a falta dessa compacidade. Neste trabalho, exploramos o Teorema de Alaoglu-
Bourbaki para garantir compacidade na topologia fraca* em espacos de dimensao infinita.
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Analise da aplicacao de uma proposta didatica para o
ensino de Matematica Financeira no ensino médio

Edilamar Rodrigues de Melo Maciel Campos !
Viviane Pardini Valério?
Wilker Thiago Resende Fernandes®

A Matematica Financeira desempenha um papel crucial na formacao educacional dos
estudantes, especialmente na educagao basica. Sua importancia transcende a simples ha-
bilidade de realizar célculos financeiros, abrangendo competéncias essenciais para a vida
cotidiana, como o planejamento e a gestao de recursos. A Base Nacional Comum Cur-
ricular (BNCC) [1], destaca a relevancia da Matematica Financeira ao estabelecer, por
exemplo, que os estudantes do ensino médio desenvolvam habilidades como: interpretacao
de taxas e de indices de natureza socioeconomica, elaboracao e resolucao problemas en-
volvendo porcentagens, criagao e a utilizacao de planilhas para o controle do or¢amento
familiar e para o calculo de juros compostos. Alinhado a essas habilidades, o Curriculo
Referéncia de Minas Gerais [2]| fornece uma orientagao pedagdgica para que nds, professo-
res, possamos trabalhéd-las de forma integrada, utilizando exemplos praticos do cotidiano
(reais ou hipotéticos), como os investimentos financeiros, e incentivando a interdiscipli-
naridade, com o uso de ferramentas como calculadoras graficas, planilhas eletronicas e
softwares de matematica para a realizacao de célculos. O ensino de Matematica Finan-
ceira, e também de Educacao Financeira, tem sido o foco de diversas dissertagoes do
PROFMAT. Alguns desses trabalhos se baseiam na BNCC e fornecem novas ideias ou
andlises sobre como aperfeigoar o ensino desses topicos, como é o caso dos trabalhos [3] e
[4].

Visando contribuir com os estudos voltados ao ensino de Matemaética Financeira no
ensino médio, desenvolvemos uma pesquisa delineada através de uma proposta didatica e
dois questionarios. A proposta didatica, elaborada com base nos documentos norteado-
res da BNCC e do Curriculo Referéncia de Minas Gerais, pautou-se no uso de diferentes
metodologias e recursos tecnoldgicos, colocando sempre o estudante como foco e prota-
gonista do seu aprendizado. Nela, foram abordados tépicos de Matematica Financeira
como: fluxo de caixa, juros simples e compostos, taxas de juros, acréscimos e descontos,
lucro e prejuizo, sistemas de amortizacao, investimentos de renda fixa e uma introducao
sobre como utilizar planilhas eletronicas para fazer os calculos relacionados aos contetdos
descritos acima. A abordagem metodolégica desses conteidos pautou-se, principalmente,
através da resolucao de problemas que se inserem na realidade dos discentes de forma
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a instiga-los a buscar as solu¢oes para situagoes do seu cotidiano, como defendem, por
exemplo, [5] e [6]. Os questiondrios, sendo um deles aplicado antes da execucao da pro-
posta didatica e o outro apds, foram elaborados com dez questoes de multipla escolha
acerca do tema trabalhado. Cada questao foi pensada para que extraisse o conhecimento
dos discentes sobre pontos especificos do conteido. No questiondrio inicial a pergunta foi
feita de forma mais simples e direta e no questionario final mais elaborada e aplicada.
Dessa forma esperavamos nao apenas verificar um ganho de conhecimento tedrico, mas
também desenvoltura na aplicacao desse conhecimento.

Nesta apresentagao, faremos uma andlise tanto quantitativa (a partir das respostas
dos questiondrios) quanto qualitativa (com base nas observagoes realizadas em sala de
aula durante a aplicagdo da proposta) dos resultados da pesquisa. Os resultados eviden-
ciam uma melhora significativa na compreensao dos discentes em relacao aos conceitos de
Matemadtica Financeira e, além do desenvolvimento/consolidacao das habilidades de rea-
lizar célculos, observamos o desenvolvimento da capacidade critica de andlise e aplicacao
desses conceitos em contextos variados, o que nos leva a concluir que a proposta foi eficaz.
Faremos também uma discussao sobre pontos onde a proposta pode ser aprimorada e
sobre a percepcao das dificuldades e estratégias para o ensino de Matematica Financeira
no ensino médio.
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Caracterizacao das variedades de )-Expoente 2

Yngrid Barbosa da Costa !

Neste trabalho, iremos estudar o conceito de J-Expoente de uma variedade V =
var(A), onde A é uma &lgebra associativa que gera V), sobre um corpo F algebricamente
fechado e de caracteristica zero. O d-Expoente é utilizado para estudar o crescimento dos
polinomios centrais proprios da variedade V, ou seja, os polindmios centrais de V' que nao
sao identidades. A fim de estudar esse crescimento, Regev introduziu em [1] a sequéncia
ntimerica {2 (A)},>1, de modo que

z
CfL(A) = dimp (M) ’
P,NId(A)

onde P, = spanp{@sq)...Tom);0 € Sp}, 1d(A) é o conjunto das identidades de A e
Id*(A) é o conjunto do polinémios centrais de A. Em [2], Giambruno e Zaicev demons-
traram que essa sequéncia tem crescimento exponencial ou ¢é limitada polinomialmente, o
que gerou o interesse em estudar a sequéncia {{/cd(A)},>1 e definir o §-Expoente de A
como

cap’(4) = lim Y/ (A).

Giambruno e Zaicev demonstraram também, no trabalho [3], que esse limite existe e é
um inteiro nao-negativo.

Dada uma variedade V = wvar(A), definimos exp’(V) := exp’(A). Entdo, vamos
estudar a caracterizagao das variedades que possuem d-Expoente maior que 2, vista em [4],
e juntamente com o resultado trabalhado em [5], serd possivel concluir uma caracterizagao
das variedades que possuem J-Expoente exatamente 2.
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